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13. FEJEZET

1.
Sor
Min
2 2 2
1 3 1
Oszlop 2 3
Max

Mivel max (sor min) =
amelyben a sorjatékos az elsé sort,
oszlopot valasztja, nyeregpontot ad. A jaték értéke:

sorjatékos szaméara) .

min (oszlop max)

= 2, az a stratégiapar,

az oszlopjatékos pedig az elséd

2 egység (a

2.
Sor
Min
4 5 5 8 4
6 7 6 9 6
5 7 5 4 4
6 6 5 5 5
Oszlop 6 7 6 9
Max
Mivel max (sor min) = min (oszlop max) = 6, azok a stratégiaparok,

amelyekben a sorjatékos a masodik sort,

vagy a harmadik sort véalasztija,

értéke 6 egység (a sorjatékos szamara).

az oszlopjatékos az elsd

nyeregpontokat adnak. A Jjaték

3. Mivel Wicked Witch maximalizdlni akarja a Mad Max &ltal megtett
ut hosszéat, Wicked Witchnek osztjuk a sorjdtékos szerepét, Mad Max

pedig az oszlopjatékos lesz.

A kifizetémédtrix az alibbi:

Mad Max Uticélja Sor Min

Wicked Witch altal Atlanta Nashville
szabadon hagyott utak
Atl-St.L és Nash.-St. L. 1600 1800 1600
Atl.-NO és Nash.-St. L 1700 1800 1700
Atl.-St. L és Nash.-NO 1600 1400 1400
Atl.-NO és Nash.-NO 1700 1400 1400
Oszlop Maximum 1700 1800

Mivel max(sor min) = min(oszlop max) = 1700, ezért az a

stratégiapar, amelyben Mad Max Atlantdba megy és Wicked Witch az
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Atlanta-New Orleans és a Nashville-St. Louilis wutakat szabadon
hagyja (vagyis elzarja az Atlanta-St. Louis és a Nashville-New
Orleans utakat), nyeregpont. Mad Max ©0sszesen 1700 mérfoldet tesz
meg (ez a jaték értéke).

4., Mivel a nyeregpont sorminimum, ezért sordban a legkisebb széam,
és mivel oszlopmaximum, ezért oszlopdban a legnagyobb szam. Tegyik
most fel, hogy aij; a legkisebb szam az 1-edik sorban és a
legnagyobb szdm a Jj-edik oszlopban. Megmutatjuk, hogy az a
stratégiapar, amelyben a sorjatékos az 1i-edik stratégiat, az
oszlopjatékos pedig a j-edik stratégiat (roviden (i,J))valasztia,
nyeregpont. El&szor bebizonyitjuk, hogy
(1) max (sor minimum)<min (oszlop maximum) .
Tegyuk fel, hogy aij; = az i-edik sor legkisebb eleme. Ekkor minden

k-ra aijS Aike Tehat aijémaxkaik.
Igy minden k-ra

(i-edik sor minimuma) = ajy; < (k-adik oszlop maximuma) .
Ezért minden k-ra

max (sor minimum)<(k-adik oszlop maximuma)
és

max (sor minimum)<min (oszlop maximum.
Most tegyik fel, hogy aiy a legkisebb elem az i-edik sorban és a
legnagyobb a j-edik oszlopban. Megmutatjuk, hogy az (i,73)

stratégiapar nyeregpont. Nyilvanvaldan

(2) max (sor min)=a;; és
(3) min (oszlop maximum)<a;;.

Az (1), (2)és(3) egyenlétlenségekbdl azt kapjuk, hogy
ai;< max (sor minimum)<min (oszlop maximum)<a;j,
amibdl az kovetkezik, hogy
aiy = max (sor minimum) = min (oszlop maximum),
ami azt Jjelenti, hogy az (i,]j) stratégiapar a métrixjaték
nyeregpontja.
13.2 Alfejezet

1. Mivel a harmadik oszlopot mind az elsd, mind a masodik oszlop
domindlja, ezért csak a kovetkezd matrixjdtékot kell megoldani:

1 2

2 0
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Ennek a jatéknak nincs a tiszta stratégidk halmazadn nyeregpontja.
Legyen x; = annak a valdszinlsége, hogy a sorjatékos az elsd sort
valasztja és yi1 = annak a valdszinlsége, hogy az oszlopjatékos az
elséd oszlopot valasztja.
A sorjatékos Ugy szeretné x;—-et megvalasztani, hogy maximalizalja

a min( x1 + 2(1 - x1), 2x;) = min(2 - xi;, 2x;) fliggvényt. A maximum
ott wvan, ahol az y = 2 - x; és az y = 2x; egyenesek metszik
egymast, vagyls az x; = 2/3 értéknél. A jaték értéke (a sorjatékos
szempontjabdl) 2 - (2/3) = 4/3.

Az oszlopjatékos olyan y;-et keres, amely minimalizalja a
max( y1 + 2(1 - vyi), 2y1) = max(2 - vyi, Z2yi)fuggvényt. A minimum
ott wvan, ahol a 2 - yi1 = 2yi1 és az y; = 2/3 egyenesek metszik
egymast.

Igy a sorjatékos optimalis stratégiaja (2/3, 1/3) és az

oszlopjatékosé pedig a (2/3, 1/3, 0)stratégia.

2. A kifizetd matrix az 1.jatékos szempontjdbdl a kovetkezd:

2.jatékos
Tipp az 1. jatékos &llitasardl

1.jatékos Igaz Hamis

Igazat 1 5

mond

Hazudik 5 -10
A matrixnak nincs nyeregpontja. Legyen T = annak a valdszinlsége,
hogy az 1.jatékos igazat mond és GT = annak a valdszinlsége, hogy

a 2.jatékos azt tippeli, hogy az 1.jdtékos az igazat mondja. Ekkor
az 1.jatékosnak ugy kell a T értékét megvalasztania, hogy
maximalizadlja a

min ( -T + 5¢(1 - T), 5T - 10(1 - T)) = min (5 - 6T, 15T - 10)

fiiggvényt. Ehhez az kell, hogy 5 - 6T = 15T - 10 vagyis T = 15/21
legyen. Ekkor a jaték értéke az 1.jatékosnak 5 - 6(15/21) = 15/21.

A 2.ja&tékos agy véalasztja meg a GT  értékét, hogy
minimalizdlja a max(-6GT + 5, 15GT -10) figgvényt, amely a
minimumdt a GT = 15/21 értéknél veszi fel. Igy mindkét Jatékos
optimdlis (kevert) stratégiadja (15/21, 6/21) és a Jjaték értéke az
1.jatékos szamara 15/21.

3.Az elsé oszlopot domindlja a mésodik, ezért elég csak a
kovetkezd matrixjatékkal foglalkozni:
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Legyen x; = annak a valdszinlsége,
valasztja és y, = annak a valdszinlsége, hogy az oszlopjatékos a
masodik oszlopot (az eredeti méatrixban) wvalasztja. A sorjatékos
ugy valasztja meg x, értékét, hogy maximalizalja a

hogy a sorjatékos az elsd sort

min(x; + 3(1 - x1), 3x7 + 2(1 - x7))=min (3 - 2x1, 2 + X1)

fliggvényt. Ez azt jelenti, hogy 3 - 2x; = 2 + x; vagyis x; = 1/3. A

jaték értéke a sorjatékosnak 2 + 1/3 = 7/3. Az oszlopjatékos
minimalizalni akarja a
max (y, + 3(1 = y2), 3y2 + 2(1 - y2)) = max (3 - 2yz, y2 + 2)

fliggvényt. A minimumpontot uUgy kapjuk meg, hogy megoldjuk a

3—2Y2:y2+2

egyenletet, amelynek a megolddsa vy, = 1/3. Igy a sorjatékos
optimadlis stratégidja: (1/3, 2/3) az oszlopjatékosé pedig:
(0, 1/3, 2/3). A jaték értéke a sorjatékos szamara: 7/3.
4.
Sorjatékos Oszlopjatékos Sorjatékos
valasztéasa valasztéasa nyeresége
x1<1/3 3. oszlop <7/3
x1>1/3 2. oszlop <7/3
5.
Oszlopjatékos Sorjatékos Oszlopjatékos
valasztésa valasztésa vesztesége
vo<1/3 1. sor >7/3
yo>1/3 2. sor >7/3
6. Ez egy konstans-0sszegld Jjaték, amelyet tugy kell megoldanunk,
mintha egy zérus-O0sszegl jaték volna, ahol a sorjatékos

1.vallalat,

a kovetkezd:

az oszlopjatékos a 2.Vallalat,

Alacsony Magas
Alacsony 500 400
Magas 300 600
Lathatjuk, hogy a matrixnak nincs nyeregpontja. Legyen tehat L=
annak a valdszinlsége, hogy az 1.Vallalat termelése alacsony

szintd

Véllalat varhatd nyeresége =
2.Vallalat termelése magas,

= 400L + 600(1 - L) = 600 - 200L. A Jjatékelmélet alapvetd
feltételezése a jatékosok racionalitésa, igy az 1.Vallalat varhatd
nyeresége: min[600 - 200L, 200L + 300]. Ezt a kifejezést kell

Ha a 2.

Véllalat termelése alacsony szintdy,
500L + 300(1

a kifizetd matrix pedig

akkor az 1.
- L) = 200L + 300.
akkor az 1. Vallalat varhatd nyeresége
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maximalizdlni, a maximumban 600 - 200L = 200L + 300 wvagyis L =
3/4. A jaték értéke az 1.Vallalat szamara tehat = $450.

Legyen L' = annak a valdszinlslsége, hogy a 2.Vallalat alacsony
szintd termelést véalaszt. Ekkor a 2.Vadllalat minimalizalni
igyekszik az 1.Vallalat nyereségét. Ha az 1.Vallalat alacsony
szintet véalaszt, akkor az 1.Vallalat varhatdé nyeresége: 500L' +

400(1 - L') = 400 +100L'. Az 1.V4allalat “Magas” valasztédsa esetén
az 1.Vallalat varhatdé nyeresége: 300L' + 600(1 - L') = 600 -
300L'. Mivel az 1.Vadllalatot is raciondlisnak (sajat nyereségét

maximalizaldnak) tételezzilk fel, a 2.Vallalatnak L’ optimélis
valasztédsa esetén minimalizalni kell a

max [100L' + 400, 600 - 300L"]

fiiggvényt. Ennek minimuma az L' = 0.5 értéknél wvan. Igy az
1.vallalatnak alacsony termelési szintet kell valasztani az esetek
3/4 részében, mig a 2.Vallalatnak az esetek felében kell alacsony
termelési szintet védlasztani.

7. A sorjatékos Mo, az oszlopjadtékos Bo, a kifizetdmatrix a
kovetkezb:
Negyed Egy
dollar cent
Negyed 25 =25
dollar
Egy -1 1
cent
Legyen x; = annak a valdszinlsége, hogy Mo az i-edik sort, y; =
annak a valdszinlsége, hogy Bo az i-edik oszlopot véalasztja. Bo
egyes oszlopvalasztasai ellen Mo varhatd nyereségei: 1. oszlop
ellen: 25x;-(1-x1) = 26x1-1, 2.oszlop ellen: -25x;+(1-x;)= 1-26%;.

Mo-nak olyan x;-et kell wvalasztania, amely maximalizalja a
min{26x;-1,1-26x;} fliggvényt. Maximumban 26x; - 1 = 1 - 26x;. Ebbdl
X1 = 1/26.

Bo varhatd veszteségei Mo egyes sorvalasztasal esetén:

l.sor ellen: 25y; - 25(1-y1) = 50y; - 25

2.sor ellen: -y; + (l-y1) =1 - 2vy;.

Bo-nak olyan y;-et kell valasztani, amely minimalizalja a

max{50y; -25, 1 - 2yi;} figgvényt. A minimumban 50y;-25=1-2y; amibdél
yi = 1/2. A jaték értéke mindkét jatékos szamara O.

8. Jelentse IJ azt, hogy az I jatékos jatssza az elsd egyest, J
pedig a masodikat. Ekkor az Egyetem csapatdnak a kifizetématrixa a
kovetkezdé (Sorjatékos az Egyetem, oszlopjatékos a Fdiskola):

XY XZ YZ YZ ZX zY
AB 1 1 0 1/2 1 3/2
BA 0 1 1 3/2 1 1/2

A F6iskola szamdra minden olyan stratégia, amelyben a 7Z jatékos
szerepel domindlt és igy elhagyhatdé (0 valdszinliséggel jatsszéak).
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Igy a kovetkezd jatékot kell megoldani:

XY YX
AB 1 0
BA 0 1

Ez az ismert Paros-Paratlan jaték (1 egységet hozzdadtunk minden
egyes kifizetéshez, ami az optimalis stratégidkat nem
befolyasolja), amelynek a megoldasa az, hogy mindkét jatékos 1/2
valdszinliséggel jatssza mindkét stratégidjat és a jaték értéke ?is.

9. Az 4ltaldnossadag megszoritdsa nélkiil feltehetjik, hogy a a
kifizetd matrix legnagyobb eleme. Legyen X =annak a
valdszinlisége, hogy a sorjatékos az i-edik sort véalasztja és y; =
annak a valdszinlisége, hogy az oszlopjatékos az i-edik oszlopot
valasztja.

Az oszlopjatékos valasztasai ellen a sorjatékos varhatd
nyereségei:

1. oszlop: ax; + c(l-x1)

2. oszlop: bx; + d(l1-x;1).

Igy a sorjatékosnak maximalizalnia kell a

min{ (a-c) x1+tc, (b-d) x;+d}

figgvényt. A maximumban (a-c)xi;+c = (b-d)x;+d vagyis x;=(d-c)/ (a+d-
b-c) .

A sorjatékos valasztéasai ellen az oszlopjatékos varhatd
veszteségei:

l.sor: ayi+b(1l-y1)
2.sor: cyi+d(1l-y1)
Igy az oszlopjatékosnak minimalizalnia kell a

max{ayitb (1-yi1),cyi+d(1l-y1) }
fuggvényt. A minimumban ay;+b(l-y;) = cyi1+d(l-yi) vagyis y; = (d-
b)/ (a+d-b-c) . Konnyd  latni, hogy d-c>0,d-b>0 és a+d-b-c>0

teljesiilnek, ha a kifizetd matrixnak nincs nyeregpontija és
d2max{b,c}, ezadltal x; és y; valdban valdszinlségek.

10a. A témaddknak az esetek (0-10)/(1+0-8-10) = 10/17 részében a
futédst kell véalasztani.

10b. A 9. feladat megoldésa szerint az optimalis stratégidban a

dobads valdszinlisége = (a-b)/(at+td-b-c). Azt akarjuk megmutatni,
hogy ¢ novelésével a Tamadéds kisebb gyakorisaggal fog dobni. A
dobas valdszinliségének a ¢ szerinti parcialis derivaltja = (a-

b) (a+d-b-c) ?<0, és ez azt jelenti, hogy c noévelésével kevésbé
gyakran kell a “Dobas” stratégiat hasznalni. Ennek az az oka, hogy
a dobéds futads elleni hatékonysagidnak novekedésére a Védelem azzal
reagal, hogy gyakrabban hasznadlja a “Dobas” stratégidt és ezzel
arra kényszeriti a Tamadast, hogy ritkabban dobjon.

11. A 6.oszlopot a 3.oszlop domindlja, igy azt elhagyhatjuk. A
maradék matrixban a 4.sor domindlja a 3.sort (Az oszlop elhagyasa
elétt ez nem allt fenn!). Folytassuk a kdovetkezdbképpen:



.sor domonalja a 2.sort,
.oszlop dominadlja a 2.oszlopot,
.o0szlop domindlja az 5.oszlopot,
.sor domindlja az 1l.sort,
.o0szlop domindlja az 1l.oszlopot,
.oszlop dominadlja a 4.oszlopot,
maradék matrixbdl egyértelml, hogy az oszlopjatékosnak a
.oszlopot, a sorjatékosnak pedig a 4.sort kell Jjatszani. Ez
nyeregpont és a jaték értéke -1.

WP WWd Wb

13.3 Alfejezet

la. Legyen a sorjatékos a Lovész, az oszlopjatékos pedig a Katona.
Ekkor a Lovész kifizetédmatrixa a kdvetkezd:

ol Q||

OO O| |
O| O DN
Ol OolWw
R OOl
= Ol OO Ut

lb. A 2.oszlopot az 1l.oszlop domindlja, a 4.oszlopot pedig az
5.o0szlop, igy a 2. és 4.oszlopokat elhagyjuk.

lc. Elemi szamoléassal kapjuk, hogy a jaték értéke 1/3 a Lovész
szamara.

1d. Ha a Katona a megadott nem-optimalis stratégidt wvalasztja,
akkor a Lovész mindig A-ra 16 és igy ¥ valdszinlséggel talal, ez
pedig toébb, mint 1/3, ami a Jaték értéke.

le.
A Lovész LP-je A Katona LP-je
max v min w
f.h. v<x4 f.h. w2y; + y»

v<x; + X w2y, + Y3

v<x, + X3 wW2ys + Va

v<xy , VX3 + X4 w2ys + Ys

X1+ % + X3+ x4 =1 yit y2 t ys +t ys t+t ys =1

X1, Xz, X3, X420 Yir Y2r Y3, Ya, Y520
A Katona szédméra y; = y3 = ys = w = 1/3 lehetséges megoldés. A
Lovész szédmidra X; = X3 = X4 = v = 1/3 szintén lehetséges megoldés.
Mivel erre a két megoldadsra v = w, 1igy mindkettd optimélis
stratégia.

2. A 3.sort domindlja az l.sor és a 2.sor is, a 4.oszlopot pedig
domindlja az 1l.oszlop, 1igy szamolhatunk a kovetkezd kifizetd
matrixszal:



4 5 1
2 1 0
Ekkor
A sorjéatékos LP-je Az oszlopjatékos LP-je
max v min w
f.h., vdx, + 2x, f.h. w24y, + 5y, + y3
v<5x; + X3 w22y1 + y» + 6y3
v<xX] + 6X%; vi + vy + y3 =1
X1 + xp =1 Vi, Y2, y320
X1, X220
Az x, = 1 - x1 és az y3 = 1 - y1 - y, helyettesitésekkel azt
kapjuk, hogy
A sorjatékos LP-je Az oszlopjatékos LP-je
max v min w
f.h. (1) v=2 + 2xq f.h. (5) w=1 + 3y; + 4y,
(2) v<1 + 4x4 (6) w26 - 4y, - 5y,
(3) v<6 - 5x; (7) 1 - y1 - y220
(4) x: <1
Minden valtozd 20 Minden valtozdé =0
A sorjatékos LP-jének optimalis megoldésa: x; = 4/7, x, = 3/7, X3 =
0, v=22/7

Az oszlopjatékos LP-jének optimdlis megoldésa: y:» = 5/7, y2 = 0,
vs = 2/7, ya = 0, w=22/7.
A jaték értéke a sorjatékos szamara= 22/7.

3. Mivel az 1l.oszlop dominalja a 3.oszlopot, elég a kovetkezd
matrixjatékkal foglalkozni:

2 4
3 1
A sorjatékos LP-je:
max v
f.h. (1) v=2x; + 3(1 - x1) = 3 - x1
(2) v<dx; + 1 - x1 = 3x; + 1
(3) x1 <1
Minden valtozdé 20
Az oszlopjatékos LP-je:
min w
f.h. (4) w22y; + 4(1 - yi1) = 4 - 2y1

(5) w23y1 + y2 = 3y1 + 1 - y1 = 2y; +1
(6) yi1 =1



Minden valtozd =0

X1 = X, = %, és v=5/2.
Y1 = 3/41 Y2 = 1/41 Y3 = OI

A sorjatékos optimdlis stratégidja:
Az oszlopjatékos optimalis stratégidja:
és w=5/2

A J4ték értéke: 5/2

4. Jeldlje (i,3j) azt a stratégiat, amely szerint egy Jjatékos i
ezredet kiild az 1l.varoshoz és Jj ezredet a 2.varoshoz. Legyen
Custard a sorjatékos és Peabody az oszlopjatékos. Ekkor a kifizetd
matrix:

(3,0) (0,3) (2,1) (1,2)
(4,0) 4 0 2 1
(0,4) 0 4 1 2
(3,1) 1 -1 3 0
(1,3) -1 1 0 3
(2,2) -2 -2 2 2
Legyen x; = annak a valdszinlsége, hogy Custard tadbornok az i-edik

stratégidjat

alkalmazza és y; =

annak a

valdszinlisége,
Mivel a két

Peabody tébornok a Jj-edik stratégidjat alkalmazza.

varos kozott nincs kiilldnbség,

azt sejtjik, hogy x; =

V1 = V2, €S y3= ys4 az egyes Jatékosok optimdlis stratégidjiban.
Ezért vezessiik be a kovetkezé jeldlést:

X1 = X = a8, X3 = X4 = Db xs =c¢C, y1=y2=4d, y3 = Yya = €.

Ekkor 2a + 2b + ¢ = 1 and 2d +2e = 1 és

Custard LP-je:

max v
f.h. v<4a -2(1 - 2a - 2b) = 8a + 4b - 2
vda -2 (1 - 2a - 2b) = 8a + 4b - 2
v<3a + 3b + 2(1 - 2a - 2b) = -a - b + 2
v<3a + 3b + 2(1 - 2a - 2b) = -a - b + 2
1-2a-2b 2 0
a,b=0

Peabody LP-je:
min w
f.h.w>4d + 3(1/2 - d) = 3/2 + d
w>4d + 3(1/2 - d) = 3/2 + d
w>3(1/2 - d) = 3/2 - 3d
w>3(1/2 - d) = 3/2 - 3d
w>2-4d + 4(1/2 - d) = 2 - 8d

d<1/2

d>0
Custard optimdlis stratégidja: x; = X, = 4/9, x3 = x4 = 0, x5 =
1/9, v=14/9.
Peabody optimdlis stratégidja: yi = vy, = 1/18, y3 = ys = 4/9,
w=14/9.
A jaték értéke: 14/9.
Figyeljik meg, hogy az erdésebb jatékos (Custard) tobbet kockéaztat,
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amennyiben legtdbbszdr minden erejét ugyanahhoz a varoshoz kildi
mig a gyengébb Jatékos tobbnyire megosztja erdit a két varos
kozott.

5a. Ha A = - A", akkor valéjdban a Jjatékosok azonosak. Tegyiik
ugyanis fel, hogy a sorjatékos az i-edik sort vélasztja és az
oszlopjatékos pedig a Jj-edik oszlopot. Ekkor a sorjatékos

nyeresége aj;; €s az oszlopjatékos veszit ajj-t. Most tegyiuk fel,
hogy a sorjatékos a j-edik sort valasztja és az oszlopjatékos az
i-edik oszlopot.Ha a jatékosok azonosak, akkor a sorjatékosnak
ai;j—t kellene vesziteni és ugyanennyit nyerni az oszlopjatékosnak.
Valdjaban ez is torténik, a sorjatékos nyeresége aj; = -aij, €s 1gy
a sorjatékos vesztesége a;j, az oszlopjatékos nyeresége pedig a;ij.

5b. A sorjatékos LP-je:

max v

f.h va11x1 + azixp, + ... + anmXn
v<ainX1 + amXs + ... + amnXn
X1 + X + ...+ x, =1

x;20, minden i-re

Az oszlopjatékos LP-je:

min w
f.h. w2a;1y:1 + ayz, + ... + ainya
(vagyis any:r + azyz + ... + anyn2-w)
w2any: + an2yz + ... + @mV¥n

(vagyis ammy:r + azyz + ... + amyn2-w)

vi+ty2+ ... Fyn=1

y520, minden j-re
Vegyik észre, hogy ha v*, x1*, x*,...,x,* lehetséges megoldidsa a
sorjatékos LP-jének, akkor -v*, x1%, X%, ... X, lehetséges
megoldésa az oszlopjatékos LP-jének. Tegylk fel, hogy v*>0, és
(V*,x1*, Xo*,...,%X,*) a sorjatékos LP-jének optimalis megoldasa.
Ekkor (-v*, xi1*, X*,...,x,*) lehetséges megoldasa ezen feladat

dudljénak,ami nem mas, mint az oszlopjatékos LP-je. Ez viszont azt
jelenti, hogy az oszlopjatékos biztositani tudja, hogy vesztesége
ne legyen tébb mint -v*<0. Ez ellentmod annak, hogy v*>0 a jaték
értéke.

Ugyanigy lehet beldtni, hogy v*<0 sem lehet.

5c¢c. Tegyik fel, hogy x = (%17 ,%5 , ..., %) a sorjatékos optimalis
stratégidja. Mivel a jaték értéke 0, wv=w=0 és 1igy az 4&llités
igazsagdrdél a sor- és oszlopjatékosok LP-jébe vald egyszerd

behelyettesitéssel (mind az x;, mind az y; valtozdk helyébe az x
megfeleld komponenseit helyettesitjiik) gybdzddhetiink meg.
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5d. A Paratlan és Paros, a K&-Papir-0116 és a Két Ujjas Sndédbli
Jjatékok mindegyike szimmetrikus. Ebb&1l kovetkezik, hogy v = 0, és
hogy a sor- és oszlopjatékosok optimdlis stratégidi megegyeznek.
Ez mind a grafikus megoldast, mind a linedris programozassal wvald
megoldast megkdnnyiti. Errél meggydzddhetiink, ha ezeket a
Jjatékokat ismét megoldijuk, most mar a fentiek ismeretében.

6. Legyen v a jaték értéke a sorjatékos szamdra. Az oszlopjatékos
LP-jének feltételeibdl kovetkezik, hogy a sorjatékos minden
sorvalasztadsa esetén az oszlopjatékos varhatd vesztesége nem lehet
tébb, mint v . fgy a sorjatékos egyetlen kevert stratégidja sem
adhat nagyobb varhaté nyereséget v -nél. Mivel a sorjatékos
optimdlis stratégidja legaldbb v varhatd nyereséget ad, ezért a
sorjatékos nem tud hasznot huzni stratégidja megvaltoztatasabdl,
ha az oszlopjatékos az optimalis stratégidjat jatssza.

7. Ha a sorjatékos LP-jének i-edik feltétele szigoru
egyenldétlenségként teljesiil, akkor a komplementaritasi tétel
szerint az oszlopjatékos optimalis stratégidjat kovetve soha nem
fogja pozitiv wvaldszinliséggel valasztani az i-edik oszlopot
(tiszta stratégiat). Ez érthetd és ésszerli, hiszen az i-edik
feltétel szigoru egyenldétlenségként vald teljesiilése azt jelenti,
hogy a sorjatékos tobbet kapna, mint a Jjaték értéke, ha az
oszlopjatékos az i-edik stratégidjat Jatssza és ezért az
oszlopjatékosnak ezt nem szabad tennie. A két jatékos szerepének
felcserélésével hasonldan lehet magyarazni a masik
komplementaritasi Osszefiiggést is.

8. min w

f.h a + 4000b - 9000 = ey"'" - e;"!
a + 6000b - 12000 = ep' - eyx''!
a + 7000b - 14000 = e3' - e3''!
a + 1000b - 5000 = ez" - eg"!
a + 3000b - 8000 = es' - eg"!
w2e ' + e "’
w2e,' + ep'!
w>e3' + e3z'!
er4' + 84"

w>es' + eg''!
Minden valtozdé =0

Vegylik észre, hogy e;i' + e;'' az i-edik napra vonatkozd becslés
abszolut hibdja. Az a és b optimdlis értékei minimalizaljdk az
abszolut hibat.

9. Legyen v* = az A jaték értéke, (x1*,x2*,...,%X,*) = sorjatékos
optimélis stratégiaja az A Jjatékban, (Vi*, V2%, « e o s V™) =
oszlopjatékos optimalis stratégidja az A Jatékban. Egyszeri
behelyettesitéssel lathatijuk, hogy v* + ¢ és (x1*, X2*,...,Xy%) a

sorjatékos LP-jének lehetséges megoldédsa az A’ jatékban.

Ugyancsak konnyl igazolni behelyettesitéssel, hogy v* + c és
(Vi*, V2%, ..., Yn*) lehetséges megoldédsa az oszlopjatékos LP-jének az
A jatékban. Mivel a két LP célfiggvényértéke ezekkel a
stratégidkkal egyenld (vagyis v* + c), az A’ jaték értéke v* + c
és az A Jjaték optimédlis stratégidi az A’ optimdlis statégidi is.
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13.4 alfejezet

1. (9, -1) egyensulypont, mivel ha barmelyik Jjatékos is
megvaltoztatja a stratégidajat (mikdzben a masik nem), kifizetése
nem né.

2. (-1, 1) egyensulypont, mivel ha barmelyik Jjatékos is
megvaltoztatja a stratégidajat (mikdzben a masik nem), kifizetése
nem né.

3. A kifizetéseket millidkban szémoljuk.Feltessziik, hogy mindkét
varosrész tamogatja a sajat hatédrozati javaslatat (ez egyébként
domindlja azt a stratégiat, amikor még a sajat javaslatidt sem
tdmogatja). A sorjatékos legyen Manhattan, az oszlopjatékos
Brooklyn, a kifizetéseket pedig az aldbbi tédblazatban latjuk:

Tamogat Ellenez
Tamogat (8,8) (-1,9)
Ellenez (9,-1) (0,0)

Ez egy fogoly dilemma, amelynek (0,0) az egyensulypontja.
“Ellenez” a nemkooperativ cselekvés, “Tamogat” a kooperativ.

4. Ha a sorjatékos az (1/2, 1/2) kevert stratégidt valasztja az
oszlopjatékos pedig az (1/2, 1/2) stratégidt, akkor a sorjatékos
varhaté nyeresége 0. Tegyuk fel, hogy az oszlopjatékos az (1/2,
1/2) stratégiat véalasztja a sorjatékos pedig eltér az (1/2, 1/2)

stratégiatdl és az (x1, 1 - x;) stratégidt Jatssza. Ekkor a
sorjatékos varhatd nyeresége: x;(1/2) (2) + (1 - x1)(1/2)(-2) +
x1(1/2) (-2) + (1-x1) (1/2) (2) = 0. Igy a sorjatékosnak nem
szarmazik eldnye abbdl, ha az (1/2, 1/2) stratégiat

megvaltoztatja. Ugyaigy lehet megmutatni, hogy az oszlopjatékosnak
sem érdeke egyoldaltan stratégiat valtoztatni.

5a. Legyen a sorjatékos Japéan, az oszlopjatékos a USA. A
kifizetések a kovetkezd tdblazatban lathatdk:

Fejleszt Nem fejleszt
Fejleszt (=10, -10) (100, 0)
Nem fejleszt (0, 100) (0, 0)
(Fejleszt, Nem fejleszt) és (Nem fejleszt, Fejleszt)

egyensulypontok.

5b. Ebben az esetben a kifzetéseket az aldbbi tédblazat mutatja:

Fejleszt Nem fejleszt
Fejleszt (5, -10) (100, 0)
Nem fejleszt (0, 100) (0, 0)
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Most a (Fejleszt, Nem fejleszt) az egyetlen egyensulypont. Ez azt
jelenti, hogy az allami téamogatéds eredményeként Japan uralni fogja
a piacot és ndvekszik exportja.

Attekinté feladatok

1. Ez egy konstans-0sszegd jaték a kovetkezd kifizetdmatrixszal a
sorjatékos (l.kereskedelmi lanc) szempontjabdl (az oszlopjatékos a
2.1anc és a kifizetése 52-az 1.lanc kifizetése):

A B C Sor Min
A 26 20 30 20
B 32 26 40 26
C 22 12 26 12
Oszlop Max 32 26 40

Latszik, hogy az egyensulypont (a matrix nyeregpontija), ha
mindkét lanc a B pontba teleplil és egyenléen osztozik a
vasarldkon.

2. Feltesszlik, hogy az a vasarld aki nem meqgy a Ruby-hoz, az a
Swamp-hoz fog menni vasarolni. Ezért ez egy konstansdsszegli jaték,
ami lényegében egy zérus-0sszegl Jjaték. Legyen x; = annak a
valdszinlisége, hogy Ruby az #ditét wvalasztja és y; = annak a
valdszinlisége, hogy Swamp a vajat valasztja. Ekkor Ruby olyan xi-
et akar valasztani, amely maximalizalja a
min (40,000%x; + 60,000(1 - xi1), 50,000x; + 30000(1 - =x1))
= min (60,000 - 20,000x;, 30,000 + 20,000x;) flggvényt.
A maximum az x; = 3% értéknél van. A jaték értéke = 45,000 Ruby
szempontjabdl.

Swamp olyan yi—et akar meghatarozni, amely minimalizalja a
max (40,000y; + 50,000(1 - yi1), 60,000y; + 30,000(1 - yi1))
= max (50,000 - 10,000y;, 30,000 + 30,000y;) fluggvényt.
A minimum az y; = % értéknél wvan.
Igy Ruby az esetek 3/4 részében iiditdt, 1/4 részében pedig a tejet
valasztja. Swamp az esetek felében vajat, felében pedig narancslét
valaszt. Ha mindkét fél az optimalis stratégidkat alkalmazza,
akkor a két szupermarket egyenldéden osztozik a vasarldkodzonségen.

3. El6szdr adjunk hozza 1l-et a kifizetémétrix minden eleméhez.
Ezzel tudjuk Dbiztositani, hogy a két LP-ben minden valtozd
nemnegativ lesz. Igy a kovetkezd kifizetd matrixszal dolgozunk:

3/2 0 0
0 3/2 0
0 0 2
Sorjatékos LP-je Oszlopjatékos LP-je
max v min w
f.h. v<3x;/2 f.h. w>3y,/2
v<3x,/2 w2>3y,/2

v<2 (1l - x; - X») w22 - 2y1 — 22
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1 - x1 - x2 20 1 -y1-y220
Minden valtozd 20 Minden valtozd 20

A két LP-t megoldva azt kapjuk, hogy mindkét Jjatékos optméalis

stratégiaja (4/11, 4/11, 3/11), a jaték értéke pedig 6/11, ami azt
jelenti, hogy az eredeti jaték értéke: 6/11-1= -5/11.

Ha a sorjatékos az (1, 0, 0) stratégiadt Jatssza, akkor az
oszlopjatékos (1/2,1/2,0) stratégia vadlasztéasa mellett a
sorjatékos varhatd nyeresége: 1/2(1/2) + 1/2(-1) = -1/4. Ez tdbb

mint a jaték értéke, ami -5/11.

4. Mivel max (sor min) = min (oszlop max) = 4, 1latjuk, hogy a
jaték értéke a sorjatékos szamara 4. Az a stratégiaparos, amelyben
a sorjatékos a masodik sort, az oszlopjatékos pedig a mésodik
oszlopot valasztja a jaték nyeregpontja.

5. Legyen a sorjatékos az Airway, az oszlopjatékos pedig a
Corvett. A  kifizetések a kovetkezd tadbléazatban lathatodk:

Terjeszkedik Nem terjeszkedik
Terjeszkedik (1,0.5) (5,-2)
Nem (-1,4) (3,2)
terjeszkedik

Az egyetlen egyensulypont: az Airway és a Corvett is terjeszkedik



