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7. FEJEZET
7.2 Alfejezet
1. Elo6szoér adjunk &llandd cimkét az 1l-es csucsnak: [0* 7 12 21
31 44]

Ezutdn a 2-es csuUcs kap &llandd cimkét [0* 7* 12 21 31 44].
Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
3 min{12,74+7} = 12*

4 min{21,7+12} = 19

5 min{31,7+21} = 28

6 min{44,7+31} = 38

A cimkék jelenlegi értékei [0* 7* 12* 19 28 38]

Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
4 min{19,12+7} = 19%

5 min{28,12+12} = 24

6 min{38,12+21} = 33

A cimkék jelenlegi értékei [0* 7% 12* 19* 24 33]

Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
5 min{24,19+7} = 24%*

6 min{33, 19+12} = 31

A cimkék jelenlegi értékei [0* 7% 12* 19* 24* 31]

Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
6 min{31,24+7} = 31

A cimkék jelenlegi értékei [0* 7* 12* 19* 24* 31%]

31 =24 = csg, 24 - 12 = c35, 12 - 0 = ci3. Tehdt az l-es cstucsbdl
a 6-o0s cslUcsba vezetd legrovidebb Gt az 1-3-6 Gtvonal, melynek
a hossza 31.

2. Induldskor &llandé cimkét adunk az 1-es <csucsnak és
ideiglenes cimkéket rendeliink a tobbi cstucshoz: [0* 2 8 o o©].
Ezutdn a 2-es cslUcs kap &llanddé cimkét: [0* 2* 8 oo 0]

Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
3 min{8,2+5} = 7

4 min{oc, 2+4} = 6*

5 min{oo,2+12} = 14

A cimkék jelenlegi értékei [0* 2* 7 6* 14]

Cstucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
3 min{7} = 7*

5 min{l4,6+10} = 14

A cimkék Jjelenlegi értékei [0* 2* 7* 6* 14]. Mivel a legutdbb
dllandd cimkével elldtott cstcsbdl (a 3-asbdl) nem vezet él az
5-06s csucsba, ezért 4llandd cimkét rendeletiink az 5-0s
cstucshoz. Az eredmény [0* 2* 7* 6* 14*]. Mivel cps = 14 - 2, és
ci; = 2 - 0, ezért azt kapjuk, hogy az l-es csucsbdél az 5-6sbe
vezetd legrovidebb Ut az 1-2-5 Gtvonal, aminek a hossza 14.
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2.Cstcs 3.Cstcs 4.Cstcs b5.Csucs Kindlat
1.Cstcs 2 8 M M 1
2.Csucs 0 S 4 12 1
3.Cstlcs M . > M 1
, M M 1 1

4 .Csucs 0 0

1 1 1 1

Kereslet

4. Induldskor &llandé cimkét kap az 1l-es cstcs [0* 2 1 oo].
Ezutdn a 3-as cslUcs kap &llandd cimkét: [0* 2 1* ow]. Tovabb

haladva a 4-es cslUcs Uj ideiglenes cimkéje min{eo,1+1} = 2, a 2-
es csucs pedig allanddé cimkét kap, s ezzel [0* 2* 1* 2] lesz az
eredmény. Végtil a 4-es cstcs ideiglenes cimkéje valik

véglegessé, tehat [0* 2* 1* 2*] a végeredmény, s eszerint 1-3-4
a legrovidebb Ut. Természetesen az 1 hosszusagu 1-2-3-4 Utvonal
még rovidebb, de erre nem taldl r4d a Dijkstra mdbdszer, hiszen a
3-as csUcs nem szomszédja az l-es csucsnak, s emiatt nem lehet
Dijkstra algoritmusa szerint az 1-es cslUcshoz legkdzelebbi
csucs.

5. Jeldlje az 1l-es cslUcs az elséd év elejét, a 7-es csucs pedig
a hatodik év végét, illetve a hetedik év elejét.

C1p = 3300, Ci3 = 4800, C1a = 7600, Ci5 = 9800, Ci16 = 12,400, C17
= 15,600, cp3 = 3300, cog = 4800, cg5 = 7600, cz6 = 9800, cp7 =
12,400, c34 = 3300, c35 = 4800, c35 = 7600, c37 = 9800, c45 = 3300,
Cygg = 4800, Cyg7 = 7600, Cse = 3300, Cg7 = 4800, Cg7 = 3300

Indulaskor &llanddé cimkét kap az l-es csucs [0* 3300 4800 7600
9800 12,400 15,600]. Ezutdn a 2-es csucshoz rendelink &llandd
cimkét: [0* 3300* 4800 7600 9800 12,400 15,600]

Cstucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
3 min{4800,3300+3300} = 4800*

4 min{7600,4800+3300} = 7600

5 min{9800, 7600+3300} = 9800

6 min{12,400,9800+3300} = 12,400

7 min{1l5,600,12,4004+3300} = 15,600

A 3-as csucs cimkéjét véglegesitve [0* 3300* 4800* 7600
9800 12,400 15,600]addédik.

Cstucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
4 min{7600,4800+3300} = 7600*

5 min{9800,4800+4800} = 9600

6 min{12,400,4800+7600} = 12,400

7 min{15,600,4800+ 9800} = 14,600

A 4-es cslUcs cimkéjét véglegesitve [0* 3300* 4800* 7600* 9600
12,400 14,600] addéddik.

Cstucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
5 min{9600, 7600+3300} = 9600*
6 min{12,400,7600+4800} = 12,400

7 min{14,600,7600+7600} = 14,600
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Allandé cimkét rendeliink az 5-8s csticshoz [0* 3300* 4800* 7600%
9600* 12,400 14,600].

Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
6 min{12,400,9600+3300} = 12,400%*
7 min{14,600,9600+4800} = 14,400

Allandé cimkét rendeliink a 6-os csucshoz [0* 3300* 4800* 7600%
9600* 12,400* 14,400]

Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
7 min{14,400,12,400+3300} =14,400

Véglegesitjiik a 7-es cstcs cimkéjét, s ezzel [0* 3300%
4800* 7600* 9600* 12,400* 14,400*] adddik. 14,400 - 9600 = cs7,
9600 - 4800 = c35, and 4800 - 0 = ci3, ezért az l-es csucsbdl a
7-es cslUcsba vezetd legrovidebb ut az 1-3-5-7 utvonal. Eszerint
két év utédn célszerd eladni az autdt.

6. Jeldlje az l-es csucs az elsd év elejét, a T7-es cslUcs pedig
a hatodik év végét, tehdt a hetedik év elejét!

C1p = 60, Ci13 = 90, C14 = 130, Cis = 190, Ci6 = 260 Co3 = 60, Cogq =
90, Cos = 130, Cog = 190, Co7 = 260, C34 = 60, C35 = 90, C36 = 130,
C37 = 190, Cys = 60, Cye = 90, Cyq7 = 130, Csg = 60, Cgs7 = 90, Cg7 =
60

Induléskor &llanddé cimkét kap az 1l-es csucs [0* 60 90 130 190
260 o]. Ezutdn a 2-es cslUcshoz rendeliink &llandd cimkét.: [0O*
60* 90 130 190 260 o]

Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
3 min{90,60+60} = 90*

4 min{130,60+90} = 130

5 min{190,60+130}=190

6 min{260,60+190} = 250

7 min{e, 60+260} = 320

A 3-as cslUcs cimkéjét véglegesitve [0* 60* 90* 130 190 250
320] adoédik.

Cstucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
4 min{130,90+60} = 130%*
5 min{190,90+90} = 180
6 min{250,90+130} = 220
7 min{320,90+190} = 280

A 4-es csucs cimkéjét véglegesitve [0* 60* 90* 130* 180 220
280] adoédik.

Csucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
5 min{180,130+60} = 180*
6 min{220,130+90} = 220
7 min{280,130+130} = 260

Az 5-0s cslUcs cimkéjét véglegesitve [0* 60* 90* 130* 180* 220
260]addédik.

Cstucs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezd adllandd cimkét)
6 min{220,180+60} = 220*
7 min{260,180+90} = 260

Végleges cimkét kap a 6-os cstcs [0* 60* 90* 130* 180* 220%*
260]
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Cslcs Ideiglenes cimke (* jeldli a kovetkezdé &dllandd cimkét)
7 min{260,220+60} =260
A T7-es csucs cimkéjét véglegesitve [0* 60* 90* 130* 180*
220* 260*] lesz a végeredmény. 260 - 130 = c47 és 130 - 0 = c14 ,
tehat 1-4-7 a legrdvidebb Utvonal. Ezért 3 évig célszerd
megtartani a telefonkésziiléket.

7. Jeldljik cy3 -vel a vételdr és a fenntartasi koltségek
6sszegét arra az esetre, ha a gépet az 1i-edik év elején
szerezziik be, és a j-edik év elejéig hasznadljuk. Az ot év alatt
felvetd8dd koltségek minimalizalasanak feladatat a kévetkezd
Osszetett szallitédsi feladattal modellezhetjiik:

2 3 4 5 6
1 208 258 355 537 841 1
1 4 5
2 0 258 278 375 557 1
1
3 M 0 248 298 395 1
1
4 M M 0 288 388 1
1
5 M M M 0 388 1
1
1 1 1 1 1

A fenti optimdlis tébla szerint 2 évig érdemes megtartani az

elsé gépet. Ezutdn ujat vasadrolunk, és azzal dolgozunk tovabbi
hdrom évig.

8. Legyen cij; annak a koltsége, hogy miden >i és <j hiuvelyk
magas konyvet egyetlen polcon térolunki.

Coa = 2300 + 200(.5) (4) (5) = $4300

Cog = 2300 + 300(.5) (8) (5) = $8300

Co,12 = 2300 + 380¢(.5) (12) (5) = $13,700

Cs,3 = 2300 + 100(.5) (5) (8) = $4300

Cq,12 = 2300 + .5(180) (5) (12) = $7700

Ccg,12 = 2300 + .5(5) (12) (80) = $4700

Koénnyen lathatd, hogy a 0-bdél a 12-be vezetd legrovidebb

ut a 0-4-12 ttvonal, melynek a kodltsége 12000 dolléar. Tehat egy
4 hivelyk magas polcot épitiink a 4 hiively magas konyvek
szémdra, ezenkiviil egy 12 hiivelyk magas polcot a 8 és 12
hiivelyk magas konyvek szaméara.

9. Legyen J>1 esetén x35 = 1 , ha 1i-edik tipust dobozokkal
elégitjik ki az i-edik, (i+1)-edik, ., (j-1)-edik tipusu
dobozok iranti igényt. Ekkor eqgy Osszetett szallitasi
feladathoz Jjutunk, ami kiegyensulyozott szallitédsi feladatként

is megfogalmazhatd a kovetkezdbdképpen (az optimdlis megoldést is
megadjuk) ;

Mindegyik kereslet illetve kindlat értéke 1:

Vegyiik észre: xi; = 1 azt jelenti, hogy i-edik tipust dobozt nem
hasznalunk.



2 3 4 5 6 7 8
1 24,10 | 40,60 | 63,70 | 70,30 | 83,50 90,10
1
2 10,00 | 25,00 | 46,00 52,00 | 64,00 | 70,00
3 14,20 0| 14,00 32,20 | 37,40 | 47,80 | 53,00
0 1
4 0 M o 17,80 22,60 | 32,20 | 37,00
1 1
5 M M M 0 4800 | 12,40 | 16,20
1
6 M M M M 0 8200 | 11,80
1
7 M M M M M 0 4400
1

Példaként,c3s = 1000 + 26 (500+700+200) = 37400 dollér

A minimé&lis Osszkoltség értéke 72100 dolldr, és ezt ugy érjik
el, ha 33-as méretl dobozokkal elégitjik ki a 33-as és 30-as
dobozok iranti igényt, 26-os méretd dobozokkal a 26-os dobozok
irdnti igényt, 24-esekkel a 24-esek iranti igényt, és 19-es
méretd dobozokkal elégitjik ki valamennyi tovabbi igényt.

10. Példaként tekintsiik a 2. Feladatot! Felirunk egy Osszetett
szadllitédsi feladatot, melynek a megoldédsa az 1l-es csucsbdl
valamennyi csucsba megadja a legrovidebb utvonalakat.
Bevezetiink egy 10j, 0O-adik cstcsot, aminek 6 - 1 = 5 egység a
nettd kibocsétédsa, behtzzuk tovdbbad a (0, 1) élt. Az l-es csucs
nettd kibocséatédsa 0 lesz, a 2-es, 3-as, 4-es, 5-0s és 6-o0s
cstucsok nettd kereslete pedig 1. Ennek a feladatnak az
optimdlis megoldasa potosan 1 egységet fog szallitani az 1l-es
cstcsbdél a 2-6 csucsok mindegyikébe. Az l-es cslcsbdédl az i-edik
cstcsba széallitott 1 egység az 1-esbbdl az i-edikbe vezetd
legrovidebb tGton lesz szallitva; ha ez nem igy lenne, akkor
atiranyitva a szallitmanyt az l-esb8l az i-edikbe vezetd
legrovidebb utvonalra egy jobb megoldast taldlnédnk, ez viszont
ellentmondana az aktudlis megoldas optimalitdsanak.

7.3 Alfejezet

1. max z = Xg
f.h. XSO,1£6, Xso,2S2 Xlgﬁl, X32S3, X13S3, X3,Siﬁ2, X24S7,
X4,siS7
X0 = XSO,l + Xso,2 (forrés)
Xso,1 = X13 + X1 (l-es csucs)
xX12 + X32 + Xs0,2 = X24 (2-es csucs)
Xi13 = X32 T X3,si (3—as csucs)
Xos = X4,si (4-es csucs)

X3,s1 t X4,51 = Xo (nyeld)
Mindegyik valtozdé 20.

Az induldé folyam értéke mindegyik élen 0. Elsé lépésként
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megcimkézzik a nyeldét az eldremutatd élekbdl 4116 (so, 1) - (1,
3) - (3, 2) - (2, 4) - (4, si) utvonal segitségével. 3-mal
noveljtik a folyam értékét a felsorolt éleken, s igy a kovetkezd
lehetséges folyamhoz jutunk:

El Folyam
so-1 3
so-2 0
1-3 3
1-2 0
2-4 3
3-si 0
3-2 3
4-si 3
A folyam értéke 3

Vadlasszuk ezutédn a (so-2) - (2-4), (4, si) utvonalat.
Mindegyik él elére mutat, és mindegyiken 2-vel ndvelhetjik a
folyam értékét. Igy a koévetkezd megengedett folyamot kapjuk:

El Folyam
so-1 3
so-2 2
1-3 3
1-2 0
2-4 5
3-si 0
3-2 3
4-s1 5
A folyam értéke 5

Valasszuk ezutédn a (so-1) - (1, 2) - (3, 2) - (3, si)
lédncot. Ezen a (3,2) él1 wvisszafelé mutat, a toébbi él eldre
mutat. Az eldéremutatd éleken 1l-gyel ndvelhetjik, a visszafelé
mutatdé élen 1-gyel csdkkenthetjik a folyam értékét. Ezzel a
kovetkezbd lehetséges folyam adddik:

El Folyam
so-1 4
so-2 2
1-3 3
1-2 1
2-4 5
3-si 1
3-2 2
4-s1 5
A folyam értéke 6

Most mar nem taldlunk a nyeléig vezetd Jjavitd lancot,
tehat a maximalis folyam értéke 6. A minimalis vagast a V' =
{3, 2, 4, si} ponthalmaz adja. A vagas kapacitéasat az (1, 3),
(1, 2), (so, 2) éleken képzett 3 + 1 + 2 = 6 Osszeg adja, és
ez azonos a folyam értékével.

2. max z = Xo
f. f. Xso,lSZ, X12S4, X1,51S3,X2,51S2, X23S1,X3,51321XSO,331
X9 = Xso,1 t Xso,3 (Forréas)
Xso,1 = X1,s1 T X12 (l-es csucs)
X12 = X23 + X2,51 (2-es csucs)

X3 + Xs0,3 = X3,si (3—as csucs)
Xi,s1 T X2,51 T X3,51 = Xo (Nyeld)



-
Minden valtozdé =20

Az induld folyam értéke mindegyik élen 0. Megcimkézziik a
nyelét az (so, 1)-(1, 2)-(2, 3)-(3, si) tutvonallal. A felsorolt
éleken 1 egységgel noévelheté a folyam értéke, és igy a
kovetkezé lehetséges folyamhoz jutunk:



E1l A folyam
értéke

(so,1)
(so, 3)
(1,2)
(1,si)
(2,3)
(2,s1)
(3,s1)

Rl |lolrRr|lolr|lol|r

A nyeldbe
érkezik

Kovetkezd 1lépésként az (so, 1)-(1, 2)-(2, si) utvonalat
valasztjuk, és ezeken az éleken 1-gyel noveljik a folyam
értékét. Eredményiil a kovetkezd lehetséges folyam adddik:

El A folyam
értéke

(so,1) 2

(so, 3)
(1,2)
(1,s1)
(2,3)
(2,s1)
(3,s1i)

Nl ]IER[O]IDN]|O

A nyel&be
érkezik

Ezutdn az (so, 3)-(3, si) utvonallal érjik el a nyeldt,
és a felsorolt éleken 1-gyel noveljik a folyam értékét. Az
aldbbi lehetséges folyam adédik:



Most mar nem tudjuk megcimkézni a nyeldt,

El

A folyam
értéke

(so,1)

(so, 3)

(1,2)

(1,s1)

(2,3)

(2,s1)

(3,s1)

A nyeldbe
érkezik

WP ]ORN

tehdt maximdlis

folyamhoz Jjutottunk. A V' = {1, 2, 3, si} cstcshalmaz egy
minimalis vagast hatdroz meg ( (so, 1) és (so, 3) a vagas
élei). A vagéds kapacitésa 2+1=3 azonos a maximalis folyam
értékével.
3. max z = Xg
f.h. XSO,]_S]., XSO,2S3, X13S4, X12S3, X3, si Sl, X2,si <2

Xg = Xs0,1 T Xs0,2 (Forras)

Xs0,1 = X13 + X12 (l-es csucs)

X172 + Xso,2 = X2,si (2-es csucs)

X13 = X3,si (3-as csucs)

X3,si t X2,51 = Xo (Nyeld)

Mindegyik valtozdé 20

Legyen indulédskor mindegyik élen 0 a folyam értéke, és
cimkézziik meg a nyelét az (so-2)-(2-si) uUtvonallal. Mindkét
élen 2-vel noveljik a folyam értékét. Ezaltal a kovetkezd
lehetséges folyampot kapjuk.

so-1 0
sSo-2 2
1-2 0
1-3 0
2-si 2
3-si 0
A nyel&be 2
érkezik

Valasszuk ezutdn a nyeldbe vezetd (so, 1)-(1, 3)-(3, si)
utvonalat, és noveljik 1-gyel a foyam értékét a felsorolt

éleken.

Ezdltal az aldbbi lehetséges folyam addédik:
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so-1

so-2
1-2
1-3

2-si

3-si

Wik I[P |lOIN] -

A nyel&be
érkezik

Most mar nem lehet megcimkéznia nyeldt, tehdt maximélis

folyamhoz jutottunk. A V' = {si} csucshalmaz egy
minimalis vagast hataroz meg, melynek az élei (3, si) és
(2, si). A vagas kapacitédsa 1+2 = 3 azonos a maximalis

folyam értékével.

A maximalis folyam értéke 45. Az {1, 3,si} cstcsokbdl
4116 halmaz minimédlis vagast hatdroz meg. A vVvAagas
kapacitédsa = 20 + 15 + 10 = 45. Lasd az alédbbi éabrakat.
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Max flow =45

%
2
5N

05,2} 1508 [

5. A maximalis folyam értéke 9.

A {2,

4,

si} cstcshalmaz egy

minimadlis vagast hatidroz meg. A vagas kapacitdsa 3 + 1 +
3+ 2 = 9. Lasd az alabbi abréakat.
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6. A megoldéds az &dbran lathatd. Ha a maximalis folyam értéke
= 21, akkor wvalamennyi csomagot fel lehet pakolni.

l .
Type 1 1\‘ Truck 1
i
1

Type 2 Truck 2

Type 3 Truck 3

Type4 Truck 4

Type 5 Truck 5

Type 6

Type
U Bie.

An arc of capacity 1 goes from each “Type’ node to each ‘Truck’ node.
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7. A megoldas az alédbbi abran lathatd. Ha a maximdlis folyam
értéke 4, akkor el tudjak végezni valamennyi feladatot.

[f max flow =4 then all jobs can be completed

8. A megoldast az alédbbi dbra mutatja.

2 .

2
Capulets * Car 4

9. 1. 1lépés: Noveljik 4 egységgel a folyam értékét az so-1-3-
si ttvonal mentén.

2. l1lépés: Noveljik 2 egységgel a folyam értékét az so-2-4-
si Gtvonal mentén.

3. lépés: Noveljik 1 egységgel a folyam értékét az so-2-4-



3-si

4.

3-si

10.

1.

14

lanc mentén.

lépés: Noveljlik 1 egységgel a folyam értékét az so-2-1-
ladnc mentén.
Most nem tudjuk megcimkézni a nyeldét. A maximdlis folyam
értéke 8. A 3-si és 4-si élek egy minimdlis vagas élei, a
vadgds kapacitédsa 8. A folyam értéke az egyes éleken a
kovetkezd:
El A folyam értéke
so, 1
so, 2
2,1

i

B WN R
NN N N NN
0 wWn S w
N OYWO U D

i

lépés: Noveljuk 7 egységgel a folyam értékét az so-2-si

utvonal mentén.

2.

lépés: Noveljlik 6 egységgel a folyam értékét az so-1-3-

si Gtvonal mentén.

3.

lépés: Noveljlik 6 egységgel a folyam értékée az so-4-si

utvonal mentén.

Most nem tudjuk megcimkézni a nyeldt. A maximalis folyam
értéke 19. A V' = ({si} cslUcshalmaz egy minimadlis vagéast
hatdroz meg, melynek az élei (3, si), (2, si) és (4, si). A

vagas kapacitasa 6+7+6=19.

ol

so,1
so, 2
so,4
1,3
2,81
3,si
4,s1

11.

12.

13.

14.

A folyam értéke

AAOYJOYO) IO

Legyen a maximédlis folyam értéke k. Minden egyes lépésnél
a nyelébe érkezd folyamérték legaldbb 1-gyel nd, a
novekedés értéke egész. Ezért legfeljebb k iterdcid utén
a Ford-Fulkerson eljaradas maximdlis folyamot ad. A folyam
értékét minden 1épésben egész szammal noveljik (bizonyos
éleken csokkentjik), ezért a végeredmény is egészértéku
lesz.

A héldézatot kiegészitjiik egy "szuperforréssal", amelybdl
végtelen kapacitast él1 vezet mindegyik wvalédi forréashoz.
Készitiink ezenkivil egy "szupernyeldt”, amelyikbe
végtelen kapacitéasu él vezet mindegyik valdéddi nyeldbdsl.

Tegyiik fel, hogy az 1 cstucsba érkezd folyamérték nem
lehet nagyobb 10 egységnél. Egészitsiik ki a haldézatot egy
Uj 1' cslccsal. Cseréljik az eredeti haldézat (j,1) tipust
éleit (j,1')-re, és huzzunk be egy 10 egység kapacitést
(i',i) élt. Ezaltal biztositva 1lesz, hogy az I csucsba
érkezé folyam értéke nem haladja meg a 10 egységet.

A megoldast az aldbbi abra mutatja.
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T=0 T=1 T=2

16.

Tekintsiik a 25. abrat! Legyen F a jaratok egy halmaza,
CUTF pedig az a vagas, amit a nyeld, az F-hez nem
tartozdé jaratokat képviseld csucsok és az F altal nem
érintett repiilétereket képviseld csucsok halmaza
hatdroz meg. Ekkor a CUTF vagas élei a nyeldbdél az F-en
kivili jaratokat képviseld <cstcsokba vezetd élek,
valamint az F-beli Jjaratok altal érintett
repildéterekbdél a nyeldbe vezetd élek. Ekkor

CutF kapacitdsa = (az F-hez nem tartozdé Jaratokbol
szarmazd Arbevétel) + (az F Jjaratai 4altal érintett
repiiléterek koltségei).

Emiatt

(F-b&1l szarmazd nyereség) = (O0sszes Jaratbdl szarmazd
arbevétel) - (CUTF kapacitéasa).

Ezért a jaratoknak az az F' halmaza, amelyik minimalis
kapacitdst CUTF' -hez tartozik, maximalizdlni fogja a

nyereséget. Megjegyezzilk, hogy a hédldézatban olyan vagasok
is wvannak, melyek semelyik jaratokbdél 4116 F halmaz CUTF
vagasaval nem azonosak, eteknek a vagasoknak azonban
végtelen a kapacitédsa. Ezért a minimdlis vagas valamelyik

jaratokbél 4llé F' halmazhoz tartozé6 CUTF' vagassal
azonos. Ha megtaldltuk a minimadlis vagéast, akkor a
légitarsasag szamara egyértelmd, hogy a Jjaratoknak melyik
halmaza fogja maximalizadlni a nyereséget.

Minden olyan élnek, amelyik az i-edik havi munkasoktdl
a j-edik projekthez vezet 6 a kapacitédsa. Akkor tudjuk
valamennyi projektet Dbefejezni, ha a forrasbdél a
nyeldbe vezetd maximalis folyam értéke 30.
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7.4 Alfejezet

1. ET (2) kiszadmitdsdhoz sziikséglink lenne ET(4) értékére.
Ugyanakkor ET (4)-et csak ET(3) ismeretében hatdrozhatjuk
meg. ET(3) kiszamitdsahoz azonban ismerniink kell ET(2)
értékét. A problémat az okozza, hogy wvan olyan él1,
amelyik eqgy magasabb sorszamu csltcsbol (4) eqgy
alacsonyabb sorszami csucsba mutat (2).

2. | Tevékenység Kozvetlen Idétartam (hetek)

el&zmények

A = Tervezés 5
B = A gyartasa A 4
C = B gyartéasa A 5
D = C gyartésa A 3
E = A tesztelése B 2
F = A és B C,E 2
Osszeszerelése

G = C rogzitése D,F 1
H = A termék G 1
tesztelése

A projekt diagrambdl az alabbi adatokat kapjuk

ET(1) =0 LT(1) =0 TH(1,2) =0 MH(1,2) = O

ET(2) =5 LT(2) =5 TH(2,3) = 0 MH(2,3) =0

ET(3) = 9 LT(3) = 9 TH(3,4) =0 MH (3,4) = 0

ET(4) = 11 LT(4) = 11 TH(2,4) =1 MH(2,4) =1
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ET(5) = 13 LT(5) = 13 TH(4,5) = 0 MH(4,5) =0
ET (6) = 14 LT(6) = 14 TH(2,5) = 5 MH(2,5) =5
ET(7) = 15 LT(7) = 15 TH(5,6) = 0 MH(5,6) = 0
TH(6,7) = 0 MH(6,7) =0

Végignézve azokat a tevékenységeket, melyeknek a

tlréshatara (TH) 0, azt kapjuk, hogy a kritikus ut az 1-2-3-4-
5-6-7 Gtvonal, aminek a hossza 15 hét.
A megfeleld LP feladat az alébbi

min z = x7 - X1

f.h. X22Xl
X32X2

X42X3

X 42X

X52Xp

X52X4

X62X5

X72X6

minden

Q)&

_I_

+ + + + + + +

RN w oD SO

1

valtozd eldéjelkdtetlen

05

3.A projekt diagramban

idétartamaval

mindegyik

szamolunk. Az
idétartamaira vonatkopzik az aldbbi téblazat

tevékenység atlagos
egyes tevékenységek

Tevékenység | Atlagidé Variancia
(1,2) 6 0.44

(1,3) 4.33 1

(2,4) 3.33 1

(3,4) 9 1

(3,5) 10 2.78
(3,6) 12.17 3.36
(4,7) 8.83 1.36




(5,7) 2 0.11
(6,8) 3.33 0.44
(7,9) 15 2.78
(8,9) 8.83 0.69

A projek diagrambél a kovetkezdket kapjuk

ET(1) =0 LT(1) =0 TH(1,2) = 4 MH(1,2) =0
ET(2) = 6 LT(2) = 10 TH(1,3) =0 MH(1,3) =0
ET(3) = 4.33 LT(3) = 4.33 TH(2,4) = 4 MH(2,4) = 4
ET(4) = 13.33 LT(4) = 13.33 TH(3,4) =0 MH(3,4) = 0
ET(5) = 14.33 LT (5) = 20.16 TH(3,5) = 5.83 |MH(3,5) =0
ET(6) = 16.5 LT(6) = 25 TH(3,6) = 8.5 MH(3,6) = 0
ET(7) = 22.16 LT(7) = 22.16 TH(4,7) = 0 MH(4,7) =0
ET(8) = 19.83 LT(8) = 28.33 TH(5,7) = 5.83 |MH(5,7) = 5.83
ET(9) = 37.16 LT(9) = 37.16 TH(6,8) = 8.5 MH(6,8) = 0
TH(7,9) =0 MH(7,9) = 0
TH(8,9) = 8.5 MH(8,9) = 8.5

Tehadt a kritikus 0t az 1-3-4-7-9 atvonal. A projekt varhatd

idétartama 4.33 + 9 + 8.83 + 15 = 37.16, a projekt
idétartamanak variancidja pedig 1 + 1 + 1.36 + 2.78 = 6.14.
Mivel a kritikus Ut hosszanak a szobrasa 6.14Y2 = 2.48,
ezért
CP - 37.16 40 - 37.16

P(CP<40) = P(

IA
1

2.48 2.48
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= P(2£1.15) = .875
Masik lehetséges mdbdszerként haszndlhatjuk a kovetkezd EXCEL
képletet: NORMDIST (40,37.16,2.48,1)= .875.

A  kritikus utat megkaphatjuk az aldbbi LP feladat
megoldaséaval is:

min z = X9 - X1

f.h. Xo2X1 + 6
xX32x1 + 4.33
X42X, + 3.33
X42x3 + 9
Xs2xX3 + 10
Xeg2x3 + 12.17
X72x4 + 8.83
X72Xs5 + 2
Xg>Xg + 3.33
Xo2x7 + 15

Xg>Xg + 8.83
minden valtozd eldjelkotetlen

4a. A megoldast az alabbi abra mutatja

4b. Az egyes tevékenységek iddétartamai:

@ B3, 115
oy
Y g O
DL
A C6 ‘I’ “pr

G5

b 4

Tevékenység Atlagidé Variancia
(1,2) 3 0.11
(2,3) 2 0.11
(2,4) 6 1.78
(4,7) 2 0.11
(2,8) 3 0.44
(3,95) 3 0.11
(4,8) 5 0.44
(4,5) 1 0.03
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(5,06) 1.5 0.03
(6,8) 2 0.11
(7,8) 0 0.00

A projekt diagrambdél azt kapjuk, hogy

ET(1) =0 LT(1) =0 TH(1,2) = 0 MH(1,2) =0
ET(2) = 3 LT(2) = 3 TH(2,3) = 2.5 MH (2,4) = O
ET(3) =5 LT(3) = 7.5 TH(2,4) = 0 MH(2,4) = 0
ET(4) = 9 LT (4) = 9 TH(4,7) = 3 MH(4,7) = 0
ET(5) = 10 LT(5) = 10.5 TH(2,8) = 8 MH(4,8) =0
ET(6) = 11.5 LT(6) = 12 TH(3,5) = 2.5 MH (3,5) = 2.33
ET(7) = 11 LT(7) = 14 TH(4,8) = 0 MH(4,8) =0
ET(8) = 14 LT(8) = 14 TH(4,5) = 0.5 MH (4,5) = 0
TH(5,6) = 0.5 MH(5,6) = 0
TH(6,8) = 0.5 MH(6,8) = 0
TH(7,8) = 2.5 MH(7,8) = 2.5
1-2-4-8 a kritikus ut, ennek a varhatdé id&dtartama 3 + 6 + 5 =
14.
4c. A kritikus ut hosszéanak varianciaja 0.11 + 1.78 + 0.44 =
2.33. Ezért a kritikus Gt hosszanak szérasa 2.33Y2 = 1.53.
Legyen a D valdszinlségi valtozd értéke a projekt iddtartama,
d pedig az a szam, amelyre a projekt iddétartama 99%
valészinliséggel nem tdbb d napndl. Ekkor
P(D<d) = .99 wvagyis
D-14 d-14
P ( < ) = .99.
1.53 1.53
Tablazatbél megallapithatd, hogy F(2.33) = .99. Haszndlhatjuk
a kovetkezd Ecel-fiiggvényt is: NORMINV (.99,14,1.53)= 17.56
d-14
Ezért = 2.33 tehdt d = 17.56
1.53

Ha Junius 13-4n kezdjik a munkét, akkor 18 nap all
rendelkezésre a projekt befjezéséhez. Szadmitédsaink szerint, ha
elkezdjiik a munkdt Jjunius 13-&n, akkor 99% wvaldszinliséggel
befejezzliik a projektet junius 30-&n estére.

4d.
min z = xXg - %3
f.h. Xo2x, + 3
X32X, + 2



X42Xo
X52X4
X52X3
X62X5
X72X4
X82X2
Xg>Xy4
XgZX@

minden valtozd eljelkdtetlen

A3

5a.A projekt

diagram alapjan

ET(1) = 0 LT(1) =0 TH(1,2) 0 MH(1,2) = 0
ET(2) = 5 LT (2) = 5 TH (2, 3) 0 MH(2,3) =0
ET(3) = 13 LT(3) = 13 TH(3,5) 0 MH(3,5) =0
ET(4) = 17 LT (4) = 17 TH (3, 6) 8 MH(3,6) = 8
ET(5) = 23 LT(5) = 23 TH(3,4) 0 MH(3,4) = 0
ET(6) = 26 LT (6) = 26 TH(4,5) 0 MH()4,5 = 0
1-2-3-5-6 és 1-2-3-4-5-6 egyarant kritikus at,

mindkettédnek 26 nap a hossza.
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A ) B§ Clo

D3 03

5b. Legyen A = azon napok szama, amennyivel az A tevékenység
idétartamdt csokkentjik, és 1igy tovabb. Jeldljik x5 -vel a J
cstcshoz tartozdbdesemény bekdvetkezésének iddpontjat!

min z = 30A + 15B + 20C + 40D + 20E + 30F + 40G

f.h A<L2, BZ3, C<1, DL£2, EL2, FL3, GZ1

Xo2X1 + 5 - A

X32X, + 8 - B

X42X3 + 4 - E

Xs>x3 + 10 - C

X5>X4 + 6 - F

Xe2Xs5 + 3 - G

Xe2x3 + 5 = D

Xe — %1520

A,B,C,D,E,F,G20, x5 elbdjelkOtetlen

6a. A projekt diagram alapjan

ET (1) = 0 LT(1) = 0 TH(1,2) = 0 MH(1,2) = 0
ET (2) = 2 LT (2) = 2 TH(2,3) = O MH(2,3) = 0
ET(3) = 6 LT(3) = 6 TH(3,5) = 0 MH (3,5) = 0
ET (4) = 8 LT (4) = 9 TH(3,4) = 1 MH (3,4) = 0
ET(5) = 9 LT(5) = 9 TH(3,6) = 9 MH(3,6) = 9
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ET(6) = 19 LT(6) = 19 TH(5,6) = 0 MH(5,6) =0
TH(4,5) =1 MH(4,5) =1
1-2-3-5-6 a kritikus Gt. A kritikus Gt hossza 19 nap.
o 0
A2 B4 C3
2 3 M5
F4 E10

ob. min z = x5 - X1
f.h. x2x; +
X3ZX2

w N BN

+
XgZ2X3 +
X5>X3 +
X52Xyg
Xe2xXs5 + 10

Xe2X3 + 4

x5 eléjelkotetlen

7a. A projekt diagram alapjan

ET (1) = 0 LT(1) = 0 TH(1,2) = 0 MH(1,2) = 0
ET (2) = 3 LT (2) = 3 TH(2,3) = 0 MH(2,3) = 0
ET(3) = 17 LT(3) = 17 TH(3,4) = 0 MH (3,4) = 0
ET (4) = 25 LT (4) = 25 TH(4,5) = 0 MH (4,5) = 0
ET(5) = 29 LT (5) = 29 TH(2,5) = 20 MH(2,5) = 20
ET(6) = 37 LT (6) = 37 TH(5,6) = 0 MH(5,6) = 0
ET(7) = 46 LT (7) = 46 TH(6,7) = O MH(6,7) = 0

1-2-3-4-5-6-7 a kritikus ut, és ennek id&étartama 46 nap. A
kritikus utat megkaphatjuk a kovetkezd LP feladat megoldéasaval
is:

BS ORINAL

'
L

min z = x7 - xq
f.h. Xo2x1 + 3
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X32X2
X42X3
X52X4

+ + + +
o o N O

X52X2
Xe2Xs +
X72Xg +9
%y elbéjelkotetlen

7b. min z = 100A + 80B + 60C + 70D + 30E + 20F + 50G
f.h. A<3, B<4, C<5, D<2, E<4, F<4, G<4

X2x1 + 3 - A
X32X, + 14 - C
X42x3 + 8 — D
Xs2Xg4 + 4 - B
X52X, + 6 - B
Xg2Xs + 8 - F
X72X6 + 9 - G

X7 - X1§3O
A, B, C, D, E, F, G, 2 0, x5 elbjelkotetlen

8a. Figyelembevéve, hogy az LP feladat valamennyi korlatozd
feltétele egy élt reprezentdl, és hogy a korlatozd feltétel
jobboldaléan alldé szam az élhez tartozd tevékenység iddtartama,
az 5. Feladat megoldasaban taldlhatd projekt diagramot kapjuk.

8b. Végignézve azokat a sorokat, amelyekhez tartozd dudl-
valtozd értéke -1, azt kapjuk, hogy 1-2- 3-4-5-6 egy kritikus
ut, a projekt hossza 26 nap, és az (1,2), (2,3), (3,4), (4,5)
valamint (5,6) élekhez tartozd tevékenységek kritkus
tevékenységek.

9. Az ET(J)<LT(j) egyenldétlenségbdl az kovetkezik, hogy
MH (i, J)<TH(i, Jj) minden tevékenységre teljesiil.

10. A megoldéast az alédbbi &4bra mutatja. Megjegyezzilk, hogy a
fiktiv é1 nélkiil megsértettiltk volna a 4. szabalyt.

A Dummy
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11. Legyen CD az 1-3-4 tutvonal id&étartama, AB pedig az 1-2-4
utvonal idétartama.
CD-vel kapcsolatban 9 azonos valdszinlségli esemény kovetkezhet
be; C idbétartama lehet x iddéegység (x=5,6,7), és D iddétartama
lehet vy idéegység (y=7,8,9). Mindegyik x,y par esetén a
bekovetkezés valdszinlsége 1/9.

Ezért
P(CD = 12) = 1/9, P(CD = 14) = 3/9, P(CD = 13) = 2/9 P(CD =
15) = 2/9, P(CD = 16) = 1/9.

HAsonlban P(AB = 7) = 1/9, P(AB = 11) = 2/9, P(AB = 15) =
3/9, P(AB = 19) = 2/9, P(AB = 23) = 1/9

Annak a valdszinlisége, hogy csak az 1-2-4 Gtvonal kritikus
ut, a kovetkezd
P(CD = 12)P(AB>12) + P(CD = 14)P(AB>14) + P(CD = 13)P (AB>13)
+P(CD = 15)P(AB>15) +P(CD = 16)P(AB>16) = (1/9)(6/9) +
(3/9) (6/9)
+(2/9) (6/9) + (2/9) (3/9) +(1/9) (3/9) = 15/27.
Annak a wvaldszinlsége, hogy 1-2-4 és 1-3-4 egyarant kritkus
utak:
P(AB = 15)P(CD = 15) = 2/27.
Annak a valdszinlsége, hogy 1-3-4 az egyetlen kritkus ut:

1 - 2/27 - 15/27 = 10/27

12a. A megfeleld projekt-diagramot az aldbbi 4bra tartalmazza.

12b. A-D-G, A-E-G, B-D-G és B-E-G egyarank kritkus utak,
mindegyik hossza 10.

13. A megoldast az alabbi abra mutatja.
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ET (4)

10

14. min z = 300A+200B+350C+260D+320E
f.h. AZ5, BZ5, C<5, D<5, EZ5,
xX3-x1<90,
X,2x; + 20 - A
X3>X1 + 25 - B
X42x, + 50 - C
X42X3 + 40 - D
X52X4 + 30 - E
minden valtozd 20
15. ET(1) = 0, ET(2) = 2, ET(3) = 8, ET(4)
ET(5) = Max{ET(3)+4, ET(4)+2} = 12
ET(6) = Max{ET(3)+1, ET(5)+2, ET(4)+1} =
LT (6)=14, LT(5) = 12,
LT (4) = Min{LT(5)-2,LT(6)-1} = 10
LT (3) = Min{LT(5)-4,LT(6)-1} = 8
LT (2) = Min{LT(3)-6,LT(4)-4} = 2
LT(1) = LT(2) - 2 =0
1-2-3-5-6 egy kritikus Ut ( 14 a hossza).
El TH MH
1,2 2-0-2=0 2-0-2=0
2,3 8-2-6=0 8-2-6=0
2,4 10-2-4=4 6-2-4=0
3,5 12-8-4=0 12-8-4=0
3,6 14-8-1=5 14-8-1=5
4,5 12-6-2=4 12-6-2=4
4,6 14-6-1=7 14-6-1=7
5,6 14-12-2=0 14-12-2=0
l6. ET(1) = 0, ET(2) = 3, ET(3) = 3+3=0,
ET(5) = Max{ET(3)+4 ,ET(2)+4, ET(4)+3} =
ET(6) = Max{ET(3)+5 , ET(5)+5} = 15
ET(7) = Max{ET(6)+6, ET(5)+4, ET(4) + 2}
ET(8) = ET(7) + 6 = 27
LT(8) = 27, LT(7) =27 - 6 =21, LT(6) =
LT (5) = Min{LT(7)-4, LT(6)-5} = 10
LT(4) = 10 - 3 =7
LT (3) = Min{LT(6)-5,LT(5)-4} = 6
LT (2) = Min{LT(5)-4, LT (4)-3, LT(3)-3} =
LT(1) =3 - 3 =0

TH és MH kildnbozdbek!

3+3=6
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El TH MH

1,2 3-0-3=0 3-0-3=0
2,3 6-3-3=0 6-3-3=0
2,4 7-3-3=1 6-3-3=0 TH és MH kiilénbozdek!
2,5 10-3-4=3 10-3-4=3
3,5 10-6-4=0 10-6-4=0
3,6 15-6-5=4 15-6-5=4
4,5 10-6-3=1 10-6-3=1
4,7 21-6-2=13 21-6-2=13
5,6 15-10-5=0 15-10-5=0
5,7 21-10-4=7 21-10-4=7
6,7 21-15-6=0 21-15-6=0
7,8 27-21-6=0 27-21-6=0

1-2-3-5-6-7-8 a kritikus ut, 27 a hossza.

7.5 Alfejezet

1. min z = 4x1, + 3X54 + 2X46 +3%X13 + 3X35 + 2Xss5 + 2Xsg
f.h. X112 + X3 = 1 (l-es csucs)
X127 = Xo4 + Xo5 (2-es csucs)
X13 = X35 (3—-as csucs)
Xo4 = X46 (4-es cslcs)
Xs5 = Xs56 (5-0s csucs)

Xa6 T Xs6 1 (6-o0s csucs)

minden x;320

Ha x;3 = 1 , akkor az l-es csucsbdél a 6-os cslUcsba vezetd
legrovidebb Ut tartalmazni fogja az (i, Jj) élt, ugyanakkor
Xi5 = 0 esetén az l-es csucsbol a 6-o0s csucsba

vezetdlegrdvidebb Gt nem tartalmazza az (i, J) élt.

2. Legyen vyi3 az (I,J) élre felirt korlathoz tartozd duédl
vdltozd. A CPM probléma LP alakjanak dudlisa a kovetkezé:

max w = 6yi3 + 9yiz + 8yss + Tyss + 10yss + 12yss
f.h. —VYi3 —Yi2 = -1

Yiz = Y23 = 0
Y13 * Y23 = Y35 = y3a = O
y34 — Yas = O
Y3s * Yas = Vse = O
Y56 =

minden y;20

Ez a feladat azzal ekvivalens, hogy olyan utvonalon
akarunk 1 egységnyi folyamot az l-es cslUcsbdl a 6-os cslUcsba
kiildeni, melynek a hossza (a projekt diagramban szerepld
koltségeket Osszegezve) maximdlis. Ez egy MKHFP , hiszen
mindegyik va&ltozd pontosan egy korlédtozd feltételben szerepel
+1 egyltthatoéval, és pontosan egy feltételben szerepel -1
egylitthatéval is. A dualitds tétel szerint a fenti LP feladat
optimédlis célfliggvényértéke azonos a kritikus Ut hosszéaval.
Ezért egy projekt-hdlbézatban a kritikus Ut hossza és a
leghosszab uUtvonal hossza azonos.

3. Csucs Nettd kibocséatés
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Detroit 6500

Dallas 6000
City 1 -5000
City 2 -4000
City 3 -3000
Fiktiv -500

Valamennyi Detroit-bél wvagy Dallas-bdél az 1l-es, 2-es és 3-as
vadrosokba valamelyikébe vezetd él kapacitidsa 2200. A tobbi él
kapacitésa korlatlan.

El Szallitasi kdltség
Detroit-City 1 $2800
Detroit-City 2 $2600
Detroit-City 3 $2300
Detroit-Fiktiv $0

Dallas-City 1 $2300

Dallas-City 2 $2000

Dallas-City 3 $2000
Dallas-Fiktiwv $0

4a. Mindegyik €l kapacitasa korlatlan
El Szallitési koOltség
Bos-Chic 800 + 80 = $880

Bos—-Austin 800 + 220 = $1,020
Bos-LA 800 + 280 = $1,080
Ral-Chic 900 + 100 = $1,000
Ral-Aus 900 + 140 = $1,040
Ral-LA 900 + 170 = $1,070
Chic-Aus $40

Chic-LA $50

A feladat kiegyenstlyozott, ezért nincs sziikség fiktiv pontra.
Varos Nettd kibocsatas

Boston 400
Raleigh 300
Chicago 0

LA -400

Austin -300
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Boston

Chicago

Ralergh

4b. Ha legfeljebb 200 egység szallithaté Chicago-n keresztil,
akkor bdévitsiik az &abrat egy uj Chicago' cstccsal. Toroljik a
Raleigh-Chicago és Boston- Chicago éleket, és huzzuk be a
kovetkezd éleket:

E1l Sza4llitasi koltség El kapacitésa
Boston-Chicago' $880 00
Raleigh-Chicago' $1000 00
Chicago-Chicago' 0 200

5a. Nettd kibocsadtéds (Széazezer hordd/nap)
SD LA Dallas Houston Chic NY Fiktiv
5 4 0 0 -4 -3 -2

Az élek egységnyi koltségei
SD-Dallas:$420

SD-Houston:$100

LA-Dallas:3$300

LA-Houston:$110

SD-Fiktiv:$0

LA-Fiktiv:$0

Dallas - Chic.: 700 + 550 = $1,250
Dall-NY:700 + 450 = $1,150

Houston - Chic.: 900 + 530 = $1,430
Hous. - N.Y.:900 + 470 = $1,370

5b. Toroljik a Dallasba illetve Houstonba vezetd éleket.
B&vitsiik a haldézatot az Uj Dallas' és Houston' cslUcsokkal.
Huzzuk be a kévetkezd éleket:

El Szallitasi kdltség  E1l kapacités
LA-Dallas' $300 ©
SD-Dallas' $420 o0

LA-Houston' $110 o0
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SD-Houston' $100 o0

Dallas'-Dallas 0 500

Houston'-Houston 0 500

6. A célfiiggvény az elbocsatas kotségeibdl, a felvétel
k6ltségeibdl és a Dbérkoltségekbd6l all. (1) azt biztositja,
hogy az elsd hénapban legalabb 20 munkas dolgozik. (2) miatt a
masodik hénapban legaldbb 16 munkas dolgozik. (3) szerint a

harmadik hénapban legaldbb 25 munkas dolgozik.

Az (1) = (iv) korlatozd feltételek illetve az (1)=1(3)
korlatoz6 feltételek ugyanazt a lehetséges halmazt jeldlik ki.
Ennek belédtadsdhoz vegylk észre, hogy ha egy pont eleget tesz
az (1)-(3) feltételeknek, akkor az (i)- (iv) feltételeket 1is
kielégiti. Ha viszont egy pont kielégiti az (1)-(iv)
feltételeket, akkor erre a pontra teljesiil (1), teljesiil

(1) + (ii1) = (2), és teljesil -(iv) = (3) is. Tehat a két LP
feladat lehetséges tartoménya azonos. Az (1) - (iv)
feltételekhez tartozd egyitthatd médtrix a kovetkezd:

X12 X13 X14 X23 X024 X34 el €2 ez J.O
1! 1 1 1 0 0 0 -1 0 0 20
2! -1 0 0 1 1 0 1 -1 0 -4
3! 0 -1 0 -1 0 1 0 1 -1 9
4! 0 0 -1 0 -1 -1 0 0 1 =25

Mindegyik wvaltozdénak pontosan egy feltételben wvan +1
egyltthatdéja, és pontosan egy feltételben van -1 egyiitthatdja,
tehat ezek a feltételek az abran 1lathatdé haldézat folyam-
egyensulyi egyenletei. Az e; valtozd a 2' cstucsbdél az 1'
csucsba aramldé “folyamot” képviseli, az e, valtozd a 3!
cstcsb6l a 2' cstcsba aramldé “folyamot” képviseli, az e3
valtozdé pedig a 4' cstcsbdl a 3' cstcsba aramld “folyamot”
értékét adja. Mindegyik é1 kapacitédsa korldtlan. A szallitasi
koltségek az alédbbiak:

El Szallitasi kéltség El Szallitéasi koltség
1'-2" 50 + 100 + 140 4'-3" 0

1'-3" 50 + 100 + 280 3'-2" 0

1'-4" 100 + 420 2'-1" 0

2'-3" 50 + 100 + 140

2'-4" 100 + 280

3'-4" 100 + 140
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7. A feladat megoldasa a kovetkezd abran lathatd

=,
i

Boston

WAy

Washington

V.F:

=
\
9‘@

1

S A W

éeoe'

e (1)«

8. A haldzatban a kovetkezd cslUcsok szerpelnek:

Monday Tuesday Wednesday Thursday Friday
Phil Phil Phil Phil Phil
NY NY NY NY NY
Wash Wash Wash Wash Wash

Mindegyik c¢stcsb6él 6 él1 indul ki, jelezve, hogy a teherautd
meg van pakolva, vagy 1Ures, és hogy hol 1lesz a teherautd
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holnap. Példaul a Hétfén Philadelphia csucsbdl a kovetkezd 6
él indul ki: P = Philadelphia N = New York W = Washington H =
Hétfd, K = Kedd, stb.
Az é1 koltsége

HP-KP (megrakva) $700
HP-KP (Uresen) $400
HP-KW (megrakva) $1000
HP-KW (iresen) $800
HP-KN (megrakva) $1000
HP-KN (iiresen) $800
Azokon az éleken, melyek egy szallitasi igény
teljesitését képviselik, az alsd korlat = felsd korlat = igény

feltételeket rdjuk ki. Példaul a HP-KN(megrakva) élen a felsé
korlat és az alsd korldt is 2. Az Osszes tobbi élen az alsd
korladt 0, a felsé korlédt pedig o. Szilkség wvan a péteki
csltcsokbbél a hétfdédi cstcecsokba mutatd élekre is (minden pénteki
csltcsbdél 6 é1 indul). Mindegyik cstcs nettd kibocsatéasa 0.

7.6 Alfejezet

1. Gary-nél kezdjik, és behtzzuk a Gary-South Bend élt. Ezutén
a South Bend-Fort Wayne élt valasztjuk. Kovetkezd 1lépéskén

behtzzuk a Gary-Terre Haute élt. Végil a Terre
Haute-Evansville él1 kovetkezik. Ennek a minimadlis koltségl
feszité fénak a teljes hossza 58 + 79 + 164 + 113 = 414
mérfold.

2. Kezdjik az 1l-es cstcsndl az (1,3) éllel. Ezutdn huzzuk be
(egymasutéan) a (3,5), (3,4) és (3,2) éleket. A fa teljes
hossza 15.

3. Ha at'-t at-vel helyettesitjik, ismét feszitd fahoz jutunk.
(ez azért igaz mert a: Osszekdti Cioi—et Cioi1'-vel, tehdt ismét
el tudunk jutni barmelyik cstcsbdl barmelyik csucsba). Az ai—t
tartalmazdé feszitd fa rovidebb, mint az a:'-t tartalmazd
feszitéd fa. Ezért az ai'-t tartalmazd feszitd fa nem minimalis.
Ez az ellentmondas bizonyitija, hogy az algoritmus minimalis
feszitd fat ad.

4a. A minimdlis feszité fa hossza nyilvanvaldan 1+1 = 2.

4b. Tekintstk az alabbi &brat! A minimédlis feszitd fa hossza
AD+DC+DB=3DC. A CDE ha&romszog derékszogl, a DCE szog = 30 fok,
a CDE sz0g pedig 60 fokos. A CE szakasz hossza 0.5. Jeloljik a
De szakasz hosszat x-szel. Ekkor DC hossza (O.25+x2)”2. Movel
30 fok szinusza 0.5, ezért x/(.25+x°)*? = 0.5, amib8l x =
0.5*(3) *?. Tehat DC hossza 1/3'?, tehat a minimadlis feszitd fa
hossza 3DC = 31M, ami 13%-kal kisebb 2-nél!
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7.7 Alfejezet

la.

2y * 83 [y

o $4 co §2

e $2

o (6) D

o $3 w $2
<:§:) o §3 ‘!"

1b. Egy lehetséges bazismegoldas a kovetkezd:

1
2 :4 1

1
T (-1)

1
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lc) Szamitsuk ki az Y-okat!
Y1=O, Yl—Y2=4, Yl—Y3=3, Yz—Y4=3, Y5—Y6=2, Y4—Y6=2

Ebbd&1:
Y1=O, Y2=—4, Y3=—3, Y4=—7, Y5=—7, Y6=—9

Hatarozzuk meg a célfiiggvényben a nem-bazisvaltozdk
egylutthatdit!

Cps=—4-(-7)-2=1 (nem tesz eleget az optimalitéasi
feltételnek)

C35=-3-(-7)-3=1 (nem tesz eleget az optimalitéasi
feltételnek)

Barmelyiket valaszthatjuk, 1léptessiik be pl. Xy5-0t a
bazisba.

2 1-O z _

e S
o\u

Vagy Xzs vagyy Xus kilép a bazisbdél. Valassuk, mondjuk,
Xg6—T.
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Szadmitsuk ki az Y-okat.
Y1=O, Yl—Y2=4, Yl—Y3=3, Yz—Y4=3, Yz—Y5=2, Y5—Y6=2

Ebbd&1
Y1=O, Y2=—4, Y3=—3, Y4=—7, Y5=—6, Y6=—8

Hatarozzuk meg a célfiggvényben a nem-bazis valtozdk
egylutthatdit!

C35 = =3 - (-6) -3 0 (kielégiti az optimalitas feltételét)

Cy = =7 = (-8) -2 = -1 (kielégiti az optimalitas feltételét)
Tehdt ennek a MKHFP-nak egy optimadlis megoldasa az alabbi:
(Bazis valtozdk) Xio = 1, X5 = 1, Xs6 = 1

(Bazis valtozdk alsd korlaton) X3 = 0, Xy = 0

(Nem-bazis valtozdk alsd korlaton) Xszs = 0, Xue = 0

Az optimédlis célfliggvényérték

Z = 1(4) + 1(2) + 1(2) = $8

(Megjegyezzik, hogy tobb optimalis megoldas is wvan.)

2.) Tobb helyes megoldas is létezik, mindegyikben a nem felsd

korlaton &lldé bazishoz tartozdédé élek feszitd fat alkotnak. Az
aldbbi &bra olyan lbm-et mutat, ami tOrténetesen optimalis.

4
\ 7 &
F Y
(40) (-40)
.""H‘l‘ ‘\Ej -J .df
20, ot
" Y
3
3.) Szamitsuk ki az Y-okat.
Y1 = O, Y1 - Y2 = 15, Y2 - Y4 = 5, Y2 - Y5 = lO, Y3 - Y4 =
4
Ebbd&1
Y1 = O, Y2 = —15, Y3 = —16, Y4 = —20, Y5 = —25

Hatdrozzuk meg a célfluggvényben a nem-badzis valtozdk
egylitthatdit!
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Ciz = 0-(-16)-11 = 5 (kielégiti az optimalités
feltételét)

Cp3 = =-15-(-16)-5 = -4 (kielégiti az optimalités
feltételét)

C3s = -16-(-25)-5 = 4 (nem elégiti ki az optimalités
feltételét)

Cys = -20-(-25)-14 = -9 (kielégiti az optimalités

feltételét)

X35 =0t bevissziik a bazisba.

/

127,

© = 10, X5 elhagyja a bazist

> 20 4

A 4
|
N
N

T
(32) T

12
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v

10
Szamitsuk ki az Y-okat.

Y1=O,Y1—Y2=l5,Y2—Y4=5,Y3—Y4=4,Y3—Y5:5

Y1 = O, Y2 = —15, Y3 = —16, Y4 = —20, Y5 = =21

Hatarozzuk meg a célfliggvényben a nem-bazis valtozdk
egylitthatdoit!

Ci3 = 0-(-16)-11 = 5 (kielégiti az optimalitds feltételét)

Cy3 = -15-(-16)-5 = -4 (kielégiti az optimalitéds feltételét)
Cps = —-15-(-21)-10 = -4 (kielégiti az optimalitas feltételét)
Cys = —-20-(-21)-14 = -13 (kielégiti az optimalités feltételét)

Tehat a MKHFP feladat egy optimalis megoldasa a kovetkezd:

(BéZiS VéltOZék) X12 = 20, X24 = 20, X34 = 2, X35 =10

(Nem-bazis valtozdék felsd korlaton) Xi3 = 12

(Nem-bazis valtozdék alsd korlaton) X3 = 0, Xps = 0, X45 = 0

A célflggvény optimdlis értéke

Z = 20(15) + 12(11) + 20(5) + 2(4) + 10(5) = $590

4.) Tobb helyes megoldds is létezik, mindegyikben a nem felsd
korladton 4116 bazishoz tartozd élek feszitd fat alkotnak.

Az aldbbi 4&bra olyan lbm-et mutat, ami torténetesen
optimalis.

(10)

(-20)

5.) Szamitsuk ki az Y-okat!
Y]_ = O, Yl—Yz = 15, YZ—Y4 =10, YZ—Y6 = 5, Y3—Y6 = 8, Y4—Y5
= 30, Y5—Y7 = ].O, Yg—Yg = 15

Ebbd&1
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Y7 = —65, Yg = =35

Hatarozzuk meg a célfiggvényben a nem-bazis valtozdk
egylitthatdit!

Ciz = 0-(-12) -10 = 2 (kielégiti az optimalités

feltételét)

Cp3 = =-15-(-12)-5 = -8 (kielégiti az optimalités
feltételét)

Cys = -15-(-55) -10 = 30 (nem elégiti ki az optimalités
feltételét)

C3s = -12-(-55)-25 = 18 (nem elégiti ki az optimalités
feltételét)

Cy7 = =-25-(-65)-45 = -15 (kielégiti az optimalités
feltételét)

Csg = =-35-(-35)-10 = -10 (kielégiti az optimalités
feltételét)

Ce¢7 = -20-(-65)-30 = 15 (nemm elégiti ki az optimalités
feltételét)

Crg = -65-(-35)-45 = =75 (kielégiti az optimalitéas
feltételét)

X5 belép a bazisba

Z
25-O
250
2 7 (—25)
e v
5
(100) [T
50 N\, 25
- :
50 75

© = 25, X45 -0t léptessiik ki a bazisbdl
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50/' 25
2
100y [ \5 /

50 " 25

P

E— P (~75)

75

Szadmitsuk ki az Y-okat.
Y1=O, Yl—Y2:l5, Yz—Y4=10, Y2—Y5:10, Y2—Y6:5, Y3—Y6:8, Y5—Y7=lO, Y6—
Y8=15

Ebbd&1
Y1=O, Y2=15, Y3=—12, Y4=—25, Y5=—25, Y6:—20, Y7:—35, Y8:—35

Hatarozzuk meg a célfiggvényben a nem-bazis valtozdk
egylitthatdit!

Cizs = 0-(-12)-10 = 2 (kielégiti az optimalités feltételét)

Cp3 = —-15-(-12)-5 = -8 (kielégiti az optimalitds feltételét)

C3s = —-12-(-25)-25 = -12 (kielégiti az optimalitéds feltételét)
Cys = —-25-(-25)-30 = -30 (kielégiti az optimalitéds feltételét)
Cy7 = —-25-(-35)-45 = -35 (kielégiti az optimalitéds feltételét)
Csg = —-25-(-35)-10 = 0 (kielégiti az optimalitds feltételét)

Ce7 = —20-(-35)-30 = -15 (kielégiti az optimalitéds feltételét)
C7g = —-35-(-35)-45 = -45 (kielégiti az optimalitéds feltételét)

A MKHFP egy optimalis megoldasa a kovetkezd:
(BéZiS VéltOZék) Xip = 50, Xos = 25, Xoe = 25, X36 = 50, Xs57 = 25,

ng = 75

(Badzis-valtozdk alsd korlaton) Xoy = 0

(Nem-bazis valtozdék felsd korlaton) Xi3 = 50

(Nem-bazis valtozdk alsd korlaton) X,3 = 0, X35 = 0, Xgs = 0, X7

Or X58: Or X67: Or X78: 0

A célflggvény optimdlis értéke
50 (15)+50(10)+0(10)+25(10)+25(5)+50(8)+25(10)+75(15) = $3400

Attekintd feladatok a 7. fejezethez



40

la. A New York-hoz legkdzelebbi csltcs Cleveland (a NY-Clev ut
hossza 400 mérfold).

A New York-hoz masodik legkdzelebbi cstcs Nashville (a
NY-Nash Ut hossza 800 mérfold).

A New York-hoz harmadik legkdzelebbi cstcs St. Louis (a
NY-St. Louis Ut hossza 950 mérfold).

A New York-hoz negyedik legkdzelebbi cstcs Dallas (a
NY-Clev- Dallas utvonal hossza 1300 mérfold)

A New York-hoz 06tddik legkdzelebbi csucs Salt Lake City
(a NY- Nash-SLC utvonal hossza 2000 mérfold)

A New York-hoz hatodik 1legkdzelebbi c¢stcs Phoenix (a
NY-St. Louis- Phoenix ttvonal hossza 2050 mérfold).

A New York-hoz hetedik legkOzelebbi cstcs LA (a NY-St.
Louis- Phoenix-LA) tGtvonal hossza 2450 mérfold.)

1b.

CLEV STL  NASH PHO DALL SLC LA

400 950 800 M M M M NY 1
0 M M| 1800 900 M M | CLEV 1
M 0 M| 1100 600 M M STL 1
M M 0 M 600 | 1200 M | NASH 1
M M M 0 M M 400 PHO 1
M M M M 0 M| 1300 | DALL 1
M M M M M 600 M SLC 1

0+1 0+1 0+1 0+1 0+1 0+1 0+1 0+1

lc. NY nettd kibocséatédsa +1, LA nettd kibocsatésa pedig -1. A
tobbi cstcs nettd kibocsdtidsa 0. Mindegyik é1 szallitéasi
koltsége azonos az él hosszaval, és mindegyik é1 kapacitésa
korlatlan.

2a. City 1 = NY,... City 6 = LA (ld. az abrat)
max z = Xg
f.h. X1, + X13 = X9 (Node 1)
X1p = Xp4 + Xp5 (Node 2)
X13 = X34 + X35 (Node 3)
Xo4 + X34 = X4 (Node 4)
Xy5 + X35 = Xs56 (Node 5)
X4 T X566 = Xo (Node ©6)

X12£500, X13S400, X24S300, X25SZ50, X34S200, X35Sl5o,
%465400, x56<350, mindegyik valtozd = 0

2b. Indulédskor cimkézziik meg a nyelét a (1,2)-(2,4)-(4,6)
utvonal segitségével, és emeljiik 300-zal a folyam értékét a
felsorolt éleken. Ezutdn cimkézzik meg a nyeldt az (1,3)-
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(3,5)-(5,6) utvonallal, és emelejik ezeken az éleken a folyam
értékét 150-nel. Kovetkezd lépésként valasszuk az
(1,2)-(2,5)-(5,6) tutvonalat, és noveljik a folyam értékét 200-
zal a szbbanforgd éleken. Véglul emeljiik a folyam értékét 100-
zal az (1,3)-(3,4)- (4,6) uGtvonal mentén. Igy a kovetkezd
maximadlis folyamot kapjuk:

El A folyam értéke
NY-CHIC 500
NY-MEMP 250

CHIC-DENV 300
CHIC-DALL 200
MEMP-DENV 100
MEMP-DALL 150
DENV-LA 400
DALL-LA 350
INTO SINK 750
Ez wvaldban maximalis, hoszen a 6-os csucs (LA) 4altal
definidlt véagas élei (4, 6) és (5, 6), és ennek a vagasnak a
kapacitésa 400 + 350 = 750 , tehédt azonos a folyam értékével.

» 4
250 4

00

500

6

350

3a. A megoldast az alabbi &bra mutatja (, ahol mindegyik
tevékenységnél az iddétartam varhatd értékét tintettik fel).
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3b. és 3c. ET(1) = 0 LT(1) = 0 TH(1,2) = 0 MH(1,2) =
’ ET(2) = 6 LT(2) = 6 TH(2,3) = 0 MH (2,3) =
’ ET(3) = 9 LT(3) = 9 TH(3,5) = 0 MH (5,6) =
’ ET(4) = 5 LT(4) = 16 TH(5,6) = 0 MH(5,6) =
’ ET(5) = 11  LT(5) = 11 TH(6,7) = 0 MH (6,7) =
’ ET(6) = 14  LT(6) = 14 TH(7,8) = 0 MH(7,8) =
’ ET(7) = 18 LT(7) = 18 TH(1,4) = 11 MH(1,4) =

0 ET(8) = 20 LT(8) = 20
TH(4,7) = 11  MH(4,7) = 11

A kritikus Ut az 1-2-3-5-6-7-8 UGtvonal, ennek a hossza pedig
20 nap.

3d. min z = Xg - X
f.h. Xo2Xq
X32X, +

()}

X52X3
X62X5
X72X6
X82X7
X42X1

+ + + 4+ + +
N N WDN W +

X72X4
X5 Uurs

3e. Legyen az l-es cslUcs nettd kibocsatédsa +1, a 8-as csucsé
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-1, és a tobbi cstcs nettd kibocsédtédsa 0. Az egységnyi
szadllitési koltség minden élen az é1 hossza, és maximalizalni
akarjuk az Osszkoltséget. Mindegyik él1 kapacitésa korlatlan.
Ha egy élen a folyam értéke 1, akkor az ¢él1 rajta van egy
kritikus tGton.

3f. A kritikus 0t atlagos hossza = 6 + 3 + 2 + 3 + 4 + 2 = 20
A kritkus Ut hosszédnak varianciédja

64 + 4 + 4 + 16 + 16 + 16

36
= 3.33
A kritikus Ut hosszanak szérasa = 3.33Y% = 1.82.
12 - 20
A P(CPL12) = P(Z8 ————————— ) = valdészinlség értéke 0!
1.82
Excellel szamolva NORMDIST(12,20,1.82,1) = 0.

3g. min z = 80A + 60B + 30C + 60D + 40E + 30F + 20G

f.h. Xo,>2X1 + 6 — A
X32X, + 3 - C
Xs>X3 + 2 - D
Xe2Xs5 + 3 - E
X2Xeg + 4 - G
Xg>x7 + 2 - H
X42X1 + 5 - B
X72X4 + 2 - F

Xg — Xlﬁlz
A,B,C,D,E,F,GZ2
x5 eléjelkodtetlen, A...G20

4. Sziikség van egy fiktiv cstcsra (amelyik a teljes kindlat és
a teljes kereslet kiilonbségét fogadja), és igy tudni fogjuk,
hogy melyik termelési pontbdél mennyia tényleges kiszallités.
Az Rt cstcs a t-edik havi munkaidéb beliili termelést
képviseli, az Ot cslUcs pedig a t-edik havi tuldérédban torténd
termelést.

Csucs Nettd kibocséatés

R1 1,000

o1 400

R2 1,200

02 400

R3 1,200

03 400

Fiktiv Beérkezik (3400+1200)-4300=300, igy Dbrixtiv= —300
Demand 1 -1000

Demand 2 -1500

Demand 3 esetén b; = -1800. Minden é1 kapacitasa korlatlan.
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o Szallitasi kdltség
Rl1-Dem 1 $4

R1-Dem 2 $5.50

R1-Dem 3 $7.00

Ol-Dem 1 $S6

Ol-Dem 2 $7.50

Ol-Dem 3 $9

R2-Dem 2 $4

R2-Dem 3 $5.50

02-Dem 2 $S6

0O2-Dem 3 $7.50

o Szallitasi kdltség
R3-Dem 3 $4

O3-Dem 3 $6

A fiktiv csbcsba vezetd élek szadllitdsi kdltsége O.

5. Kezdjik a NY cstcsndl, és valasszuk a NY-Cleveland élt. (a
hossza 400). Ezutdn véalasszuk a NY-Nashville (800 hosszusagu)
élt. Kovetkezd 1lépésként a (600 hosszusédgl) Nashville-Dallas
éllel bdé6vitjik a fat, majd pedig a (600 hosszUsagu) Dallas-St.
Louiséllel. Valasszuk ezutdn (a 900 hosszusédgt) Dallas-Phoenix
élt, majd pedig (a 400 hosszlsagu) Phoenix-LA élt. Végul a 600
hosszlsadgt Salt Lake City-Los Angeles ¢él1 kovetkezik. A
minimdlis feszité fa teljes hossza 4300 mérfold.

6. ol Szallitasi koltség El kapacités
P11-C1 33 + 51 -
P11-1" 33 + 51 -
P21-C1 30 + 42 -
pP21-1" 30 + 42 -
P12-C2 43 + 60 -
P22-C2 41 + 71 -
I'-1 0 6
I-C2 13 -
P11-D 0 -
P21-D 0 -
P12-D 0 -
P22-D 0 -

Pij = az i-edik termék termelése a t-edik periddus alatt

I = Raktarkészlet az 1. periddus végén

Cl = Kereslet az 1. periddusban

C2 = Kereslet a 2. periddusban

D = Fiktiv keresleti pont

Csucs Netto kibocsatas

P11 7

P12 4

P21 9

P22 9

Cl -9
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C2 -11
I' 0
I 0
D -(29 - 20)

7a. A feladat megoldaséat az alabbi abra mutatja

Cl

A2

E7

-

B3

7b. B-E-F egy kritikus ut, a hossza 15. (1d. azokat a
csucsokat, melyekhez tartozdé dudl-valtozd értéke -1).

8. Tekintsiik az alédbbi 4brat. Mindegyik "professzor" csucs
nettd kibocsatésa 4. Mindegyik "tantargy" csucs nettd
kibocsatédsa -4. A tobbi csucs nettd kibocsédtédsa 0. Példaul a
Fall Finance cstcsbdél a Finance csucsba vezetd élen az alsd
korlat 1 azzal a céllal, hogy mindegyik szemeszterben
minimadlis sza&mG tantdrgyat tanitanak. Minden "professzor"
cstcsbél kiinduld élen a szallitadsi koltség értéke az adott
oktatadsi feladatért jard juttatds -1l-szerese. Példaul az l-es
Professzortdél a Fall Marketing tédrgyhoz vezetd élen a kdltség
-(3+6) = -9.



Spring
Mark.

.. Marketing
'1

i

Professor 2 ‘;%‘.
”“\‘.- Finance

ey

Professor 1

Fall Production

Prod.

Spring
Prod.

9. A megoldasnak az a kulcsa, hogy az egyes gépeken sziikséges
percekben kifejezett mlveletigényt tekintsiik keresletnek.
Képviselje a Dij cstcs az 1i-edik hénapban a J-edik termék
irdnti keresletet (a gépen szilkséges mlveletigényt percekben
kifejezve). Az Mij csucs pedig képviselje az i-edik hdénapban a
j-edik gépen munkara fordithatd perceket.
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Cstcs  Nettd kibocsatés El Koltség/perc
M11 2400 M11-D11 40/30

M12 2400 M11-D12 45/20

M21 2400 M11-D21 (40 + 15)/30
M22 2400 M11-D22 (45 + 10)/20
D11 -30(50) M12-D12 60/20

D12 -20(70) M12-D13 55/15

D13 -15(80) M12-D22 (60 + 10)/20
D21 -30(60) M12-D23 (55 + 5)/15
D22 -20(90) M21-D21 40/30

D23 -15(120) M21-D22 45/20
FIKTIV -100 M22-D22 60/20

M22-D23 55/15

M11-Fiktiv O

M12-Fiktiv O

M21-Fiktiv O

M22-Fiktiv O
Mindegyik él kapacitasa korlatlan.



