20. fejezet

20.2. alfejezet

1.

4a.
dtlaggal. Igy a (7) képlet alapjan

4b.

4c.

Amikor az elsé hely felszabadul, belépiink a kiszolgdld rendszerbe.
Az exponencidlis eloszléds "memdéria nélkiili" tulajdonsdga miatt a
bentlévékhoz képest sem kisebb, sem nagyobb valdészinlsége nincs
annak, hogy barmelyikiik eldétt végezzink. Mivel 1/7 annak az esélye,
hogy utolsdénak végzink, ezért annak a valdszinlsége, hogy nem mi
leszink az utolsdék, 1 -1/7 = 6/7.

A tipikus varakozédsi séma a kovetkezd:

30 min. 1 hour - 2 hours . 2 hours

A kllonbozdé hosszlsidgu idéintervallumokban az érkezés valdszinlsége:
30/330 = 1/11 a 30 perces szakaszon,

60/330 2/11 az 1 o6ras szakaszon

240/330 = 8/11 a 2 o6ras szakaszon

A  kovetkezd busz érkezéséig a varhatdé varakozéasi idd  tehat
1/11[0.5(30)] + 2/11[.5(60)] + 8/11[.5(120)] = 555/11 = 50.45 minutes

Megjegyzés: A buszok érkezése kozotti idé varhatd értéke = 1/4(30) +
1/4(60) + 1/2(120) = 82.5 és (1/2)82.5/,= 50.45

Egy harmadikos osztdly &tlagos mérete: 1/4(20 + 25 + 35 + 40) = 30
didk.

Annak a valdszinlsége, hogy a kivalasztott tanuld az 1. osztidlyba
jdrjon 20/120 = 1/6, annak a valdszinlisége, hogy a kivalasztott
tanuld a 2. osztdlyba jarjon 25/120 = 5/24, annak a valdszinlisége,
hogy a kivalasztott tanuld a 3. osztdlyba Jjarjon 25/120 = 7/24,

véglil annak a valdszinlsége, hogy a kivalasztott tanuld a 4.
osztdlyba jarjon 40/120 = 1/3.

Egy kivalasztott tanuld osztdlyadnak 4&tlagos mérete 1/6(20) +
5/24(25) + 7/24(35) + 1/3(40) = 770/24 = 32.08 diéak. A mésodik
kérdésre adott valasz azért ad nagyobb értéket, mert egy véletlenil
kivadlasztott hallgatd nagyobb eséllyel keriil ki egy nagyobb létszamt
osztédlybdl, mint egy kisebb létszamt osztalybdl.

A kovetkezd két oOrdban érkezd buszok eloszlédsa Poisson eloszléas, 2

P(4 busz érkezik a kdvetkezd 2 o6riban) = eQ(2)4/4! = .09

P(legaldbb 2 busz érkezik = 1 - P(0 busz) - P(l busz)
=1 -e? -2e? = .59

P(0 busz) = e2(2)%0! = e = .14



4d. A beérkezések kozotti idd slrlsége (6réban) e t. Tehdt a keresett

mennyiség

3/2 3/2
[ efdt = [-e™] =°-.5 - e'® = .38
1/2 1/2

20.3. alfejezet

1. Behelyettesités utén

Iy = ———=—~~—=========—— = le'[o

a (14) a kovetkezé alakot olti:

Cj—l}\j—lno + Cy+1TlgM3+1 = CjHo(}\j + pj)

A (16) képletben szerepld my értékek tehat akkor elégitik ki a (14)-et, ha
(1) ¢330 + Cyubyn = 3Ly + cypy

Vegylik  észre, hogy ¢35 = cy1Xy-12/p3044. Az (1)-beli  értékeket
behelyettesitve azt kapjuk, hogy a (16)-ban szerepld my-k akkor elégitik
ki (14)-et, ha

Cy-123-1 T Cy-123-103/15 = Cyaadg-1 (X + py) /1y

Mivel ez igaz, ezért a (16)-beli mj-k kielégitik a (14) Osszefiggést.

2a. Az allapotok legyenek azonosak a mikddd égék szamaval. A lehetséges
dllapotok tehat 0, 1 és 2. Szluletés = az égdét kicserélik Halédlozéds = az
égd kiég. Ekkor a sziletési-haldlozasi folyamat paraméterei a kovetkezdk:

N =1/2 +1/2 =1 npg =0

_1/2 U1:1/22
N =0 w, = 1/22 + 1/22 = 1/11

g
|

A stacionarius valdszinliségekre vonatkozd Osszefiiggések:

o = I1/22, m/2 + m/22 = ng + 1,/11, my,/11 = m/2,
Img + 111 + 1My, = 1
Iy = 22mqgr T, = 121mg. Tehéat

I (1l + 22 + 121) =1
nyg = 1/144, m = 11/72, m, = 121/144.

2b. Il

121/144

2c. 1o 1/144



3a. A pizzériadk varhatd szama 20.47.

3b. Az idé 99.9%-&ban tobb mint 20 pizzéria lesz.

20.4. alfejezet

1. M/M/1 rendszeriink van, ahol A = 10 utas/perc, p = 12 utas/perc és p =
10/12 = 5/6.

a. 1 - mg = 5/6

p’ 25/36
b. Lg=--——-- = ————- = 25/6 utas.
1-p 1/6
o 5/6
c. L =-—-"—- = —————- 5 utas.
1-p 1/6

W=1L/AN=5/10 = 1/2 perc = 1/120 bra.

2. A lassUbb mésoldgépre a koltség/déra = $4, N = 4 munkatéars/déra, p = 6
munkatdrs/oéra.

1
W= -————- = 1/2 obra
b - A
A munkatédrsak idejének koltsége oOranként = (4 munkatdrs/éra) (1/2 ora)
($15/munkatarsdéra) = $30/6ra.

teljes kdltség oranként = $34.

A
A gyorsabb mésoldgépnél a koltség = $15/6ra, A = 4 munkatdrs/b6ra és
n = 10 munkatéars/éra.

W

1
= —————— = 1/6 6ra.
b - A
A munkatédrsak idejének koltsége oOranként = (4 munkatdrs/éra) (1/6 hr.)
($15/munkatdrsdéra)= $10/munkatérsdra.

A teljes koltség = $25/6ra.

A gyorsabb masoldgép a jobb.

3. Legyenek A, u, L, W és ny az eredeti rendszer paraméterei és 27, 2y,
L', W' és n' az Uj rendszer paraméterei. Mivel az 0Uj rendszerben p

ugyannyi, mint a régiben, @3y = 13' és a stacionarius valdszinlségek
valtozatlanok. Mivel L = p/(l-p), ezért L = L' a sor varhatd hossza is
vadltozatlan. Végil a W = L/A alapjant W' = L'/2\X = W/2. A varhatd

varakozédsi id&é az UJ rendszerben fele a régi rendszer varhatd varakozéasi
idejének.

4a. Lq = 40%/(60-40)60 = 1.33 vendég.

4b. W = 1/(60-40) = 1/20 éra = 3 perc.



4c. 1 — oy — 11y —1mp, — 03 =1 -1/3 - 2/9 - 4/27 - 8/81 = 16/81.

5. Az eltérd szamu ellenédrzési pontok mindegyikére kiszdmitjuk a napi
koltséget. Az elsédé ellenbrzépont esetében a napi késedelmi koltség
egyenld az egy utasra esd késedelmi koltség és az egy napra esd utasok
szamanak szorzataval.

Utas = (10 utas/perc (960 perc/nap) = 9600 utas/nap.
Nap

Késedelmi kdltség $10/utasdéra (1/120 bra) = $1/12/utas

Utas

Késedelmi kdltség (9600 utas/nap ($1/12/utas) = $800/utas.

Utas
Kiszolgalasi kdltség = 1,000,000 = $274
Nap (365)10

Teljes kdltség/Nap = $1,074

Ha 2 ellendérzdpont wvan, akkor 2 darab M/M/1 rendszeriink wvan, ahol
mindkettére A = 10/2 = 5 utas/perc és u = 12 utas/perc. Az egyes
ellendrzdépontok adtlagosan 9600/2 = 4800 utast kezelnek naponta.

Mindegyik ellendérzdpont esetében

1
W= ———— 1/7 perc = 1/420 ora.
n - A
Tehat
Késedelmi koltség
————————————————— = 2 (4800)10(1/420) = $229/nap
Nap
Kiszolgalédsi koltség
————————————————————— = 2(274) = $548

Két ellendrzdépont esetén tehdt a napi teljes kdltség = $777
Mivel harom ellendérzdépont esetén csak maga a kiszolgdlédsi koltség naponta

3(274) = $822 > $777, ezért a két elelndérzdépont mikoddtetése minimalizadlja
a napi koltségeket.

ba-6c. Mindegyik munkédst egy M/M/1 rendszernek tekinthetjiik, akiknél
A = 60R gép/déra. Ezaltal

w=_ 1 és
n - 60R

Orankénti késedelmi koltség = —-—-—————-



Orankénti munkaerdkdltség = cM/R

Legyen TC(R) a teljes o6rankénti koltség, ha mindegyik munkdshoz R gépet
rendeltiink hozza. Ekkor

csM 60 cuM
TC (R) = ———————- + s
R n - 60R
-cgM 3600c M
TC' (R) = ————————- + o mmmm e
R? (m - 60R)?
Tehdt TC' (R) = 0 ha
3600y, Cs
(m - 60R) 2 R?
60c,l/2 csl/2
n - 60R R
n/60
R ——— e — —
1 - (cn/cs) 1/2
Ellenérizhetjik, hogy TC'' (R) < 0, azaz valdéban minimumban vagyunk.

Figyeljik meg, hogy az R optimdlis értéke fiiggetlen az M értékétdl, mert
mind a kiszolgdlasi koltség, mind a késedelmi kOltség az M-mel egyenesen
aranyos.

d. p = 3600/7.8 = 462 gép/bra. Ekkor
462/60
1 + (.78/2.75) 1/2

A vallalatnak tehdt 5 gépet kell minden egyes munkadshoz hozzadrendelnie és
200/5 = 40 munkdst kell foglalkoztatnia. Nyilvanvald, hogy a gépledlldsok
aranya fliigg a mikodésben 1évé gépek szamatdl. Ha egy adott munkashoz
rendelt gépek mindegyike elromlik, akkor abban a pillanatban nem lehet
GUjabb ledllas. Gyakorlastilag egy gépjavitdsi modellel van dolgunk(lasd a
20.9. alfejezetet).

7. Legyen az a&allapotvaltozdé értéke mindig a varakozdé taxik szédma. A
szliletési-haldlozéasi folyamat paraméterei ebben az esetben

Ay = 1 taxi/perc, 3 =0,1,2,...

By = 2 taxi/perc, j = 1,2...

B = 0

Gyakorlatilag tehadt egy M/M/1 modelliink van. Az O&sszes taxi varakozik,
5



tehdt L = A/(p - A) = 1/(2 - 1) = 1 taxi. Mindegyik taxi fel fog venni
egy utast.

Mivel o6réanként atlagosan 60 taxi érkezik, ez azt jelenti, hogy o6réanként
dtlagosan 60 taxinak is kell tévoznia. Ez alapjidn a taxisok o6rankénti
dtlagos keresete 60(2) = $120.

8. A késedelmi koltség/csekkfeldolgozasi 6éra a banknak az a kéltsége, ami
egyetlen csekk egy o6rads feldolgozatlansagadbdél fakad. Mivel $1 kamata évi
20 cent, a kamatveszteség $1 .20/2,000 = $.0001 oOranként. Mivel egy
atlagos csekk 100 dollarra szo6l

Késedelmi kodltség/csekkfeldolgozasi 6ra = 100($.0001) =
$.01/csekkfeldolgozéasi oéra

Az 1. gép egy M/M/1 rendszer, A = 800 csekk/déra és un = 1,000 csekk
6ranként.
W=1/(n - A) = 1/200 6éra és
Késedelmi kdltség/Csekk = .01(1/200) = $.00005 és
Késedelmi koltség/Ora = (800 csekk/éra) ($.00005/csekk)
= 5$.04

Az 1. gép bérleti kéltsége oéranként 10,000/2,000, azaz az 1. gépre
Teljes kdltség/Ora = 10,000/2,000 + .04 = $5.04 o6ranként.

A 2. gép Orankénti Dbérleti koltsége 15,000/2,000 = $7.50, wvagyis
egyértelmlen az 1. gépet kell valasztani.

9. Legyen g = az optimadlis tételnagysadg. Ekkor a tételenkénti gyartasra
egy M/M/1 rendszeriink van A = 100/q és p = (.05 + g/150) " paraméterekkel.
A g értékét akarjuk minimalizalni

1 1/20 + g/150
W(g) = 1/(n - A) = ————————————mmmm - = ===
(.05 + g/150) " - 100/q 1/3 - (5/9)
A W'(g) = 0 egyenldségbél a g = 33.4 minimalizdlja W(qg)-t.

10. 1992-ben A = 1.8 dUrlap/hét és p = 4 dGrlap/hét. Ekkor W = 1/(4-1.8) =
.45 hét. Tegyiik fel, hogy a u = 4 drlap/hét gyorsasdg valtozatlan 1993-
ban 1is: ebben az esetben az Gj W = 1/(4-3.9) = 10 hét! Ha tehat
igyintézdénk valtozatlan munkaintenzitdssal dolgozik, a megndvekedett
munkamennyiség a hatralékot tobb mint 2000%-kal noveli meg! Ez
természetesen azt jelenti, hogy nincs semmi ok az igyintézd
elbocsatasara. S5S6t, még abban az esetben is, ha az ugyintézé p = 4.12
rlap/hét-re noéveli teljesitményét, a W novekedése még akkor is
tizszeres! A feladatban természetesen az M/M/1 rendszer feltevéseivel
éltink.

lla. L + 1 = u/(u-A), so (L+1)Ws = 1/(u=-A) =W

11b. LW, = (A/ (u-A)) (1/p) = W,



llc. Mivel egy "atlagos" beérkezé akkor jon, amikor L lgyfél van jelen a
rendszerben, Aatlagosan L + 1 kiszolgdlédsi idét kell a rendszerben
tartézkodnia, és ez (Atlagban) (L+1)Ws; iddegységet vesz igénybe. Emiatt W
= (L+1)Ws.

Mivel az "atlagos" beérkezé akkor jon, amikor L {dgyfél wvan a
rendszerben, L kiszolgédlédsi idd&étartamnyit kell 4&tlagosan a sorban
eltdoltenie, ez pedig (atlagban) LWs iddegység. Emiatt Wy = LWs.

20.5. alfejezet
1. M/M/1/3 rendszeriink van, A = 3 ligyfél/é6ra és p = 2 igyfél/éra.

a. A AN(l-mz) értékét keressiik. Mivel

1 - 3/2 16
Ho=____ =
1 - (3/2)° 130
ms = (3/2)°16/130) = .415.
A(1 - m3) = 1.75 4gyfél/éra.
b. 1 - m = 114/130

2. M/M/1/4 rendszeriink van, ahol p = 15 autdé/éra és A = 40 autd/déra.

2a. Lg =1 - Ls p = 40/15 = 2.67

1 - 2.67
IIp = —————————— =Ol2LS=l—H0—99
1 - 2.67°
Lg = 3.44 - .99 = 2.45
2b. AN(1 - my) = 40(1 - .61) = 15.6 autd/odéra
ns = (2.67)%(.012) = .61)
L 3.44
2c. W= -———————- = —-——-———- = .22 Ora
A1 - 1) 40(1 - .61)
3. Legyen S =1 + p + p? + ...p°.
Ekkor pS = p + p? + ...p%" és vonjuk ki a masodik egyenletet az elsdébdl.



5. (16) alapjéan

I = Py, I, = p%m,..., n. = pP‘my. Mivel a stacionarius valdszinliségek
Osszegének 1l-et kell adniuk

mo(l + p + p° + ...p% = 1.

A 3. feladatot felhasznalva

1 -0
IIp = ———————— l_

l_ pC +
6. Mindegyik fodrasz egy M/M/1/4 rendszer. Az 1. fodrasznal A = 10
vendég/béra és p = 5 vendég/déra. Igy

o = 10/5 = 2. Ekkor

my = ——————-- = —————- and my = (2) *(1/31) = 16/31.

Az 1. fodrédsz varhatd o6rankénti bevétele [1-(16/31)] (10 vendég/dra) (S11)
= $53.23.

A 2. fodrdsz esetében A = 10 vendég/éra, p = 10 vendég/déra és p = 1. Igy
minden 1y 1/5-del eygenld és a 2. fodrasz varhatd orankénti bevétele [1-
(1/5] (10 vendég/obra) ($5/vendég) = $40

Az 1. fodrasznak lesz tehat tobb bevétele.

7. A A = u = 60 hivas/b6ra értékekkel szamolva és c valtoztatédsaval a 99
hivds (98 varakozik) esetén fog a hivdok 1%-a foglalt jelzést hallani.

20.6. alfejezet

1. A= 18 vevd/éra, pn = 15 vevd/dbra. Ha s kiszolgdldhelyiink van, akkor
o = 18/15s, vagyis legalédbb két pénztédrra van sziikség, hogy p < 1
teljesiiljon.

45 1
Az s = 2 esetre p = .60 és W = —————- + - = .104 6ra és a
30-18 15
Késedelmi kdltség $15 18 vevd
oo = = —— (.104 o6ra) = $28.08
Ora vevéodra bra

Teljes koltség/Ora = 40 + 28.08 = $68.08



14 1
W= -——---—- + o = .072 ora
45-18 15
Késedelmi kdltség $15 18 vevd
—————————————————— = —m——mmm —mmmm———————— (.072 6ra) = $19.44
Ora vevédra bra

Tehdt s = 3 esetén az o6rankénti teljes kdltség = 60 + 19.44 = $79.44
Két pénztar eldédnydsebb, mint hérom. Négy, vagy tobb pénztar esetében a

kiszolgdléasi koltség $80, vagy tobb, azaz 2 pénztir bedllitédsa optimdlis.

2. X = 50 ugyfél/nap, p = 60 {gyfél/nap. Ha s ugyintézdé wvan, akkor a
Varhaté koltség/Nap = 100's + A(100W) .

s = 1l-re W= 1/(60 - 50) = 1/10 nap és a

Varhaté koltség/Nap = 100 + 50 (100) (1/10) = $600

s = 2-re p = 50/120 = .41 Interpolacidval azt kapjuk, hogy P(j = 2) = .24
24 1

W= -———---- + == = .020 nap. és a
120-50 60

Varhatd koltség/Nap = 200 + 50(100) (.020) = $300/nap.

Mivel harom vagy tobb Ugyintézé legaldbb napi 300 dollarba kertl, két
igyintézdé alkalmazdsa az optimdlis.

3. A pénziugy egy M/M/1 rendszer A = 20 levél/nap és up = 25 levél/nap
paraméterekkel.

Wpenzigy = 1/(25-20) = 1/5 nap.

A marketing egy M/M/1 rendszer A = 15 levél/nap és p = 25 levél/nap
paraméterekkel.

Wvarketing = 1/(25-15) = 1/10 nap.

Az egyesitett rendszer M/M/2 lesz A = 20 + 15 = 35 levél/nap és p = 25

levél/nap paraméterekkel. Ekkor p 5/2(25) = .70 és P(j > 2) = .57.
Ly = (.57).70/(1 - .70) = 1.33 levél és

Lq 1 1.33 1
W= -—-——-- + - = -————- + - =.078 nap.

A n 35 25

Igy tehat mindkét osztdly szdmadra eldnydsebb az egyesitett rendszer.
Ennek az az oka, hogy ha a két osztdly egyiitt 1ladtja el feladatokkal a
gépirdkat, akkor az egyes gépirdknak kevesebbet kell munkadra varniuk és
ezdltal a rendszer hatékonyabbd wvalik. A (d) kérdés megvalaszolaséahoz
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vegylik észre, hogy M/M/2 rendszeriink van, A = 35 levél/nap és np = 25

levél/nap paraméterekkel. Igy p = 35/50 = .70 és P(j > 2) = .57. Ekkor
1 —@25(-20) (=.4)
P(W > .20) = 029 [1 + (.57)——————————mmmmm— ] =.068
-.4
4., Mivel A = 100 vevd/b6éra és p = 50 vevd/dra, ezért legaldbb 3 pultra

van szlkség ahhoz, hogy A < spu teljesiiljon.

s = 3-ra p = 100/150 =.67, igy interpolécidéval P(j > 3) = .46 és
.46(2/3) Lq

Lg = ————————- = .92 vevd és Wyq = -—— = .0092 dra.
1-(2/3) ) B

Késedelmi koltség/Ora = 100(20) (.0092) = $18.40

Teljes koltség/Ora = 3(5) + 18.40 = $33.40

Négy pult esetében (s = 4) p = 100/200 = .50 és P(j>4) = .17. Ekkor
.17(.50)

Lg = —————————~ = .17 vevd
1-.50

Wy = Lg/A = .0017 ora

Késedelmi kéltség/@ra = 100(20) (.0017) = $3.40 és a
Teljes koltség/Ora = 4(5) + 3.40 = $23.40

s = 5 wvagy nagyobb s értékek esetén a kiszolgdlds kdéltsége $25, wvagy
meghaladja azt.

4 pult tehdt az optimélis.

5. A bankot M/M/s rendszerként modellezziik, ahol A = 100 igyfél/éra és n
= 60 tUgyfél/déra. p < 1 teljesiiléséhez legaldbb 2 igyintézdre van sziikség.
s = 2-re p = 100/120 = .833 és interpolécidval P(] = 2) = .76 és

P(Wy> 1/12) = {P(J = 2)}e POUS/OVIZ o 96e7/3 = 143,

s = 3-ra p = 100/180 = .555 és P(j=3) = .29. Ekkor

P (Wy> 1/12) = (P(§ > 3)e 1800750 Wi2)y— 996760 = 0004.

Harom gyintézével teljesithetd a megkivant eldirés.

6a. M/M/5 rendszer, A = 90 vendég/béra, és u = 20 vendég/déra. P(j] = 5) =

.76. Ekkor Wy = P(Jj 2 5)/(100-90) = .076 ora.
Varhatd kdltség/Ora = 10(5) + 20(90)Wy = 50 + 1800(.076) = $186.80.

6b. Automatidval M/M/1 rendszeriink van A = 18 vendég/éra és u = 60
vendég/béra, és egy M/M/4 rendszer A = 72 vendég/béra és u = 20 vendég/dra
paraméterekkel.

Az automatara Wy =18/ (60(60-18)) = .0071 déra és

10



Varhatoé kéltség/Ora = 6 + 20(18)Wy = $8.57.

Az M/M/4 rendszerre P(

3 > 4) = .79 so Wy = .79/8 = .0988 és
Varhaté kdltség/éra = 10 (4)

+ 20(72) (.0988) = $182.27

Automatédt is bevonva tehat a teljes O6rankénti kdltség 182.27 + 8.57 =
190.83.

Nincs tehat szikség az automatéra.

7. s Kiszolgalési kdltség/éra Késedelmi kéltség/éra Teljes kdltség/Ora

3 $75 50*15*W,; = $13.50 $88.50
4 3100
3 ablak az optimé&lis Wy = P(j = 3)/(75 - 50) = .45/25 = .018

8. A szamitdgépes output azt mutatja, hogy 14 wvagy 15 lgyfélszolgéadlati
pult lehet optimdlis. Az S = 14 és S = 15 eseteket megvizsgdlva azt
kapjuk, hogy 15 pult lesz az optimum (a varhatdé ordnkénti koltség
$160.24) .

MODEL:
MIN=10*S+50*300*Q@PEB (10,S)/ (30*S-300) ;
S>11;
END
Local optimal solution found at step: 12
Objective value: 160.0811
Variable Value Reduced Cost
S 14.76583 0.0000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 160.0811 1.000000
2 3.765833 0.0000000

9. Az 1. rendszer négy M/M/1 rendszert tartalmaz, A = 25 ugyfél/béra és n
= 30 igyfél/6ra mindegyikre. Ekkor L = 25/(30-25) = 5 igyfél mindegyik
rendszerben és atlagban 4(5) = 20 dgyfél tartdzkodik a bankban.

A 2. rendszerben egy M/M/4 rendszeriink van p = 30 igyfél/éra és A = 100

ugyfél/oéra paraméterekkel. Ekkor p = 100/120 = .833 és interpolacidval
P(j > 4) = .66. Igy
Ly = (.66) (.833)/(1 - .833) = 3.29

L = Lg+ Ap = 3.29 + 100/30 = 6.62 iigyfél.

A 2. rendszerben tehdt rovidebb a sor és a varakozéasi 1id6, mint az 1.
rendszerben.

Az 1. rendszerben P(j > 1) =1 - "0 =1 - 1/6 = 5/6. Ekkor (45)-bdl

11



1 _ o -30(.133) (1-1-.833)
P(W > .133 éra)=e(™30 (133 (94 833 = .51

A 2. rendszerben (45)-bdl
P(W > .133 o6ra)=e Y13 (1 + 66 -—————m—mmmmmmmmm } = .120
A 2. rendszer tehdt most is felilmilja az 1. rendszert.

10. A = 1 ugyfél/déra és 1/u = 3/4 déra. Az Lg = AWs alapjan

Le = 1 (3/4) = 3/4 tgyfél. Figyeljik meg, hogy igazoltan hasznaltuk a Lg =
AWs  képletet, mert A < 3u esetében 1létezik a stacionarius allapot.
Ugyancsak igaz az, hogy véalaszunkban nem hasznaltuk fel azt, hogy a
kiszolgédladsi i1d&ék exponencialisak.

11. 1. rendszer 2. rendszer
)\.j=.>\. )\.j= A j=0,1,2,....
po = 0 po = 0
p1 = 3p H1 = U
vz = 3p pe = 2p
ps = 3p ps = 3p
By = 3p By = 3p 3 =4,5.....

Az 1. rendszer 1. és 2. 4llapotédban magasabb a haldlozédsi gyakorisag, mig
a két rendszer Osszes tobbi  Adllapotédban azonosak a haldlozasi
gyakorisagok. Figyeljlik meg azt is, hogy a rendszer minden &llapotaban
azonosak a szlletési gyakorisagok. Ez alapjén azt gondoljuk (és wvaldban,
ezt a sejtést bizonyitani is lehet), hogy az 1. rendszer hatékonyabb,
mint a 2. rendszer, és ezért az 1. rendszerben az L és a W értéke kisebb,
mint a 2. rendszerben. Altaldnosan is megmutathaté (feltéve, hogy mindkét
rendszerben azonos a beérkezések kozott eltelt idbtartamok eloszlésa),
hogy egy M/M/1 rendszer, amelynek su a kiszolgédlédsi gyakorisdga, kisebb L
és W értékeket ad, mint a B kiszolgadlasi gyakorisédggal rendelkezd s
kiszolgédldhelyet tartalmazd M/M/s rendszer. A valdsagban azért
taldlkozunk ritkédn ilyen egykiszolgdlds rendszerekkel, mert &dltaldban nem
konnyld egyetlen "gyors", sp kiszolgadlédsi gyakorisagu gépet (rendszert)
konstrudlni. Ez az egyszerU elemzés eltekint az utazasi i1dé figyelembe
vételétdl is, amelyik a tobbkiszolgdlds rendszereket eldnydsebbnek
mutatja (gondoljuk el, mi lenne, ha a Pentagon épiiletében egyetlen mosdd
lenne csak!).

20.7. alfejezet

1. X =100 tag/hét, W = 52 hét. Ekkor L = AW = 5200 klubtag.

2. L = a doktorjeldltek a&tlagos széma az egyetemen, 1/p = W = 4 év, tehéat
L = 25(4) = 100 résztvevd.
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3. Legyen F egy véletlen valtozd, amelyik az lzemek szamdt Jeloli a
staciondrius &llapotban. Ekkor F Poisson eloszlésu, 200 varhatd értékkel
és 200 szoéréassal. F-et normdl eloszlassal kozelitve

F-200 300-200

20.8. alfejezet

1. Alkalmazzuk a Pollachek-Khinchine formuldt: o = 0,A = 20 ugyfél/éra és
p = 30 tgyfél/déra. Ekkor

(20)% (0) + (2/3)°
Ly = ———————————————————— = 2/3 lgyfél és

Wy = Lg/N = (2/3)/20 = 1/30 éra = 2 perc.

2. Lg = Omg + 1 (mp + 1p...) = 1 - 1m. Tehdt 1 - 1my = A/p, amibdl az
kovetkezik, hogy annak valdszinlsége, hogy egy kiszolgaldhely foglalt
A/

3a.
A B C D E F G
1
2
3 Prob Time(hours)
4 0.95| 0.016667
5 0.05| 0.041667
6
7 mean 0.017917 Lqg 0.990196
8 variance 2.97E-05 Wq 0.024755|HOURS
9 ro 0.716667
10 lambda 40
11 mu 55.81395
12
3b.
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A B C D E F G
1
2
3 Prob Time(hours)
4 0.95| 0.016667
5 0.05| 0.041667
6
7 mean 0.016667 Lq 0.666667
8 variance 0 Wq 0.016667|HOURS
9 ro 0.666667
10 lambda 40
11 mu 60

4a. Ha mar ismerjik az Xy értékét, az Xy ;1 értéke nem fiigg egyetlen elbzé
Xy értéktdl sem.

4b. P(Xx+1 = JIXx = 1) =0, jJ < i - 1 esetén, mertmég ha senki sem érkezik
a k-adik kiszolgadlasi idé alatt, j =1 - 1. A j < i - 1 tehat lehetetlen.

4c. Tegyik fel, hogy i > 0. Ha n beérkezés torténik egy kiszolgédlés
elvégzése alatt, akkor a kovetkezd kiszolgalds befejezéséig i + n - 1
igyfél 1lesz jelen. Ekkor ahhoz, hogy az 0j &llapot i - 1 legyen, az
szlkséges, hogy n = 0 legyen, ahhoz, hogy az 0uj &allapot i legyen, n = 1
szlikséges, ahhoz pedig, hogy az Gj allapot j legyen, i + n - 1 = 3 - 1 +
1 kiszolgdlasnak kell befejezddnie a kiszolgadlédsi id6é alatt. Ha i = 0,
akkor j kiszolgdlasnak kell végbemennie a k-adik 1igyfél kiszolgalasi
ideje alatt.

4d. i > 0O-ra Piy = (annak a valdszinlsége, hogy a kiszolgalasi idé x és x
+ dx kozé esik) * (annak a valdszinlsége, hogy j - i + 1 beérkezés torténik
az x hosszUsagu kiszolgalasi idé alatt).

Annak valdszinlsége hogy a kiszolgdlasi i1idd x és x + dx kozé esik s(x)dx.

A  beérkezések szédma az x iddéintervallumban Poisson eloszlastu Ax
paraméterrel, tehdt annak a valdszinlsége, hogy jJ - 1 + 1 beérkezés
torténik az x idétartam alatt

——————————————— Kozelitsen dx a 0-hoz, és ekkor a kivant eredményhez

(3 — 1+ 1)!
Jutunk
Ha i = 0, akkor
0 e™ (Ax)Is (x) dx
Poy = jo ———————————————

14



20.9. alfejezet
1. Két kiilonbozdé gépjavitasi rendszert hasonlitunk Ossze:

.4 gép/nap K = 5,R = 3,p = .5
1.2 gép/nap K =5 R =1 p =1/6

1/5 gép/nap n
1/5 gép/nap p

1. rendszer: A
2. rendszer: A

Legyen L = a meghibdsodott mosdégépek szama. Hasonlitsuk Ossze a két
rendszerbeli L értékeket. Az 1. rendszerben

)

mn; = 0 (1/2) mp = (5/2)mp
Q) 5
= 1/2 = (5/2
Iy (2)(/)110 (5/2) 19
5
ny = 8 (1/2)°my = (5/4) 1m0
41
Q) .
= 1/2)% === = (5/12
Iy @ (1/2) g (5/12) 1o
31 (3)
51
5
s = (8}1/2)5 ———————— o = (5.72)1m
3132
Ekkor mo[l + (5/2) + (5/2) + (5/4) + (5/12) + (5/72] = 1
o = 72/557, my = 180/557, m, = 180/557, ms; = 90/557,
ng = 30/557, ms = 5/557
0(72) + 1(180) + 2(180) + 3(90) + 4(30) +5(5) 955
L e e —_ e ———
557 557
= 1.71 gép

A 2. rendszerben

((S)J (1/6)mp = (5/6)mo
M

I3

m, = ((5)j (1/6)%21mg = (20/36) 1,
(2)

15



n; = %) (1/6)331m, = (60/216) 1,
3)
5
n, = E4§ (1/6)%41ny = (5/54) 1,
() s 3
IIs = (1/6) 5!Ho = (20/1296)Ho
(5)
Ekkor 1mo(l + (5/6) + (20/36) + (60/216) + (5/54) + (20/1296) = 1

my = 1296/3596,m; = 1080/3596,m, = 720/3596, 13 = 360/3596,
my, = 120/3596 és s = 20/3596.

A 2. rendszerben tehat
1(1080) + 2(720) + 3(360) + 4(120) +5(20) 4180
L: __________________________________________ —_—

A 2. rendszer tehdt jobb az 1. rendszernél.

2. Legyen J a kosarban 1évé kiskutydk szdma. Ekkor a kiszolgadléasi idd
egyenlé azzal az idével, amit egy kiskutya a kosardban tolt. A
meghibdsodasi idé azzal az iddével egyenld, amennyi idé utdn a kiskutya
visszaugrik a koséarba. Ekkor egy olyan gépjavitasi feladatunk wvan, ahol K
=R =3, p= 6 kiskutya/éra, AN = 4 kiskutya/éra.

Mivel p = 4/6 = 2/3, (52)-bb61 azt kapjuk, hogy

3
11 = (((1)) (2/3)Ho = 2Ho

3
m, = (8 (2/3)%mp = (4/3) = 1

3
3 = (E3; (2/3)°mp = (8/27)) g

Ekkor my (1 + 2 + (4/3) + (8/27))=1
mnyg = 27/125, m = 54/125,1, = 36/125,15 = 8/125

a. mg + m; = 81/125.
b. m; + 2m, + m3 = 150/125 = 6/5 kiskutya lesz a koséarban.

a kiégett utcai égdék atlagos szama
a kiégéstdl a javitasig eltelt atlagos idé

3. Legyen L
W
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A = a naponta kiégd lampédk atlagos szama.

Adott, hogy L = 1,000 lampa. Mivel mindegyik égé napi 1/100 gyakorisaggal
ég ki, és atlagban 10,000-1,000 = 9,000 lampa mikodik egy tetszdédleges
idépontban, A = 9,000(1/100) = 90 égb6/nap. Tudjuk, hogy L = AW alapjadn W
= L/A = 1,000/90 = 11.11 a naponta kiégd lampadk széama.

4. Ez a rendszer egyetlen eddig targyalt modellel sem azonos. Modellezni
tudjuk viszont a szlletési-haldlozédsi folymat segitségével. Ha s
kiszolgdloét wvesziink fel, akkor (stacionédrius &llapotban) megadhatd az
6rankénti varhatd bevétel és a varhatd koltség kildnbsége.

.50(20mg + 15m; + 10m, + 5m3) - 3s

Felhasznaljuk, hogy A¢g = 20,21 = 15,7, = 10,253 = 5 és Ay = 0.

s = 1l-re pyp =0 és j =1,2,3,4-re py = 10 vevd/bébra. Ekkor

Aollo

Img3; = ———- = 2H0
"1
}\.0}\.11'10

I, = ————————— = 3Ho
Hil2
}\0}\1}\21'[0

I3 = —————————— = 31'[0
HiH2ps
}\0}\.1}\2}\.31'[0

Iy = ——————————— = 1.5Ho
HiH2H3Hy

Tehdt me(l + 2 + 3 + 3 + 1.5) =1

g = 2/21,m; = 4/21, n, = 6/21, 13 = 6/21 és my = 3/21.

Ekkor s = 1l-re a varhatd bevétel és koOltség kiilonbsége éranként
.50 {20(2/21) + 15 (4/21) + 10(6/21) + 5(6/21)}-3 = $1.52/6ra.

s = 2-re P = 0,p1 = 10,12 = u3 = yg = 20 és

}\.01'[0

I = —————— = 21'[0
(551
N1

Iy = ———————— = (3/2)1‘[0
Hil2
AoA1Ap AT

I3 = —————————— = (3/4)1‘[0
HiH2Hs
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)\02\1)\2)\3110
Iy = ————————————~ = (3/16)mg. Ekkor

Hi1H2H3H4
g = 16/87,1, = 32/87, my, = 24/87, n3 = 12/87, 1ny = 3/87 tehat
s = 2-re a varhatd bevétel és koltség kiilonbsége déranként
.50{20(16/87 + 15(32/87) + 10(24/87) + 5(12/87}-6 = $.32/6ra.

s = 3-ra még ha 20 vevd/éra a kiszolgdlasi gyakorisadg, akkor is az a
legjobb, ha a bevétel és a koltségek kiilonbsége .50 (20) - 9 = $1/6ra.

Az optimdlis tehdt az egyetlen alkalmazott.

5a. Adott, hogy A; = A/ (n+l) és p; = p. Legyen p = A/u.

oA /n!
Ekkor m, = ———————-
pn
n = o
n, = e /n!. Igy m X e"/n! = 1,azaz g = e* és m, = p"e?/n!.
n=20
n = o n = o n = o
5p. L = ¥ nm, = ) p'e ™/ (n-1)! = pe” X 0"t/ (n-1)!
n=20 n=1 n=1

= pe e’ = p

6. Az (55)-b&1 A/A K - L. Innen megkaphatjuk a kivant eredményt.

7. Legyen K = a bullddzerhez haszndlt domperek szama. Ekkor a kdltség/odra
hédnyados értéke 40K + 100. Legyen i = az éppen a bullddzernél tartdzkodd
domperek szama. Ekkor stacionarius &llapotban 5(1 - 1) 1000 kobméter fold
fog 6ranként a bullddzerbdl a démperekbe keriilni. Tehat 10,000,000/5000 (1
- 1mg) = 2000/(1 - mg) ordba telik az Osszes fo6ld démperekre rakdsa. Ha
tehdt az optimalis K értéket akarjuk megtaldlni, akkor a 2000(40K +
100) /(1 - mg) kifejezést kell minimalizédlni, ami egyszeritien (40K + 100)/(1
- 1) minimalizédldsat Jelenti. A 1y, értéket a gépjavitadsi modellbdl
nyerjik, ahol a domper akkor van mikodésképtelen 4&llapotban, ha a
bulddbézernél varakozik. Ekkor A = 12 doémper/déra és pu = 5 domper/bra, p =
12/5 = 2.4. Az R = 1 értéket valasztjuk, mert csak egy bulldbzeriink van.

Ekkor K = 1 esetén
m = 2.4mp és 1o + m; = 1. EbbS1l azt kapjuk, hogy mg = .294 és
(40K + 100)/(1 - mp) = 198.3.

K = 2 esetén
m = 2(2.4)1g, 1m = 2(2.4)2no, €s mg + m + mp, = 1. Ekkor azt kapjuk, hogy mg
= .058 és
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(40K +100)/(1 - mp) = 191.08.

K > 3 esetén (40K + 100)/(1 - mg) > 220,

tehdt K = 2 fogja minimalizalni a teljes koltséget.

20.10. alfejezet

1. Az 1. lehet8ség egy M/M/2 rendszer AN = 4.8 igényld&/béra és p = 4
igénylé/éra, p = 4.8/12 = .40 és P(j =2 3) = .14. Ekkor

14 (.40)
Lg = ———————- = 0.09 igényld

1 - .40
L+ Lg+ ANp=20.09+ 4.8/4 =1.29 igényld
W=1L/A=1.29/4.8 = .27 ora
A 2. lehetb6ség esetében W; legyen az 1. szint varhatd ideje és W, legyen a
2. szint varhatdé ideje. Ekkor az 1. szint egy M/M/w rendszer, W; = 1/u =
1.08 ora.

W, kiszaémoldsdhoz vegyuk észre, hogy a 2. szint egy M/M/3 rendszer, ahol p
= 4.8/45 - .11.

Ekkor P(j =2 3) = 0, tehat Lg a 2. szintre 0. A 2. szintre L = Lq = 0.

L =1Ly +Ayu=0+ 4.8/15 = .32 igyfél és W, = L/N = .32/4.8 = .07 ora.

Wy + W, = 1.08 + .07 = 1.15 6ra, tehdt az 1. lehetdséget hasznalva sokkal
kisebb a varakozasi idé, mint a 2. lehetdségnél.

2a. A beillesztett motorok nélkiili autdék szdma azoknak az autdknak a
szamaval lesz egyenld, amelyek a rendszer "motorszerelés" koOrében wvannak
bent. Ez egy M/M/2 rendszer, ahol A = 22.4 autd/éra,p = 16 autd/éra és p

= 22.4/32 = .70. Ekkor P(j =2 2) = .57 és
S5T7(.7) 22.4
L = == + - = 2.73 autd
1 - .7 16
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A 2. feladathoz tartozd &bra

1 kiszolgéald 2 kiszolgald
motorszerelés
A = 22.4 autd/dra festés
motorszerelés
u1 = 25 autd/oéra n, = 16 autd/oéra
.57 (.7)
b. Lg =—————--- = 1.33 autd. Ekkor Wy = Lg/A = 1.33/22.4 = .06 ora.
1 - .7

3. Az 1. rendszer 2 M/M/1 rendszert tartalmaz.
Az 1. szinten A = 40 ugyfél/éra és p = 120 tugyfél/odra.
A 2. szinten A = 40 lgyfél/é6ra és p = 60 ugyfél/déra.

A 2. rendszer egyetlen M/M/2 rendszer, ahol A = 40 {gyfél/béra és pu= 40
tugyfél/oéra.

Az 1. rendszerben

1. szint W = 1/(120 - 40) = 1/80 o6ra

2. szint W = 1/(60 - 40) = 1/20 bra

A teljes 1. rendszerre tehat W = 1/80 + 1/20 = 1/16 ora.

A 2. rendszerben p = 40/80 = .50 és P (3 = 2) = .33. 1Igy
.33(.50)

Lg= ——————- = .33 ugyfél.
1 - .50

L =1g+ Ap= .33+ 1= 1.33 tgyfél.

és W= L/A = 1.33/40 = .033 ora.

A 2. rendszerben tehdt az Ugyfélnek kevesebbet kell véarakoznia. vegyik
észre, hogy az lUgyfelek kiszolgdlasi idejének atlaga mindkét rendszerben
azonos.

4., 3 M/M/1 rendszeriunk van lancoltan. Mindegyik szintre A = 2 didk/perc.
Az 1. szinten p = 3 didk/perc, p = 2/3

A 2. szinten p = 4 didk/perc, p = 2/4

A 3. szinten p = 5 didk/perc, p 2/5

Mindegyik szinten L = p/ (1 - p). Ekkor
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2/3

Az 1. szinten L = -———— = 2 didk
1/3
2/4
A 2. szinten L = -———— = 1 diédk
2/4
2/5
A 3. szinten L = -—-——- = 2/3 diak
3/5

Atlagban tehat 2 + 1 + (2/3) = 11/3 didk lesz jelen.

5a. A = 10 + A/3. Igy A = 15 munka/éra. Mivel p = 18 munka/éra,
L =X (u-2A) =15/(18 - 15) = 5 munka.

5b. Most p = 12 munka/éra. Since p < A;, ezért nincs staciondrius &llapot.

ba. A = 10 + .1Xs, Ay = A1 + .2A35, A3 = .9N,. Az egyenletrendszert megoldva
A1 = 11.39, A, = 13.89 és A3 = 12.5.Az egyes kiszolgdldhelyek az idé p; =
Ai/20 tortrészében foglaltak.

Az 1. kiszolgédldhely foglalt az idé 11/(39/20) = 57%-ban,

A 2. kiszolgdldhely foglalt az i1dé 13.89/20 = 69.5%-ban,

A 3. kiszolgédldhely foglalt az idé 12.5/20 = 62.5%-ban.

6b. Az i-edik &llomésra érkezd munkdk varhatd széma = A;/ (u - Ap) .
Az 1. &llomésra érkezd munkdk varhatd szédma = 11.39/(20 - 11.39) = 1.32

A 2. 4llomésra érkezd® munkdk varhatd szdma = 13.89/(20 - 13.89) = 2.27

A 3. &lloméasra érkezd munkdk varhatd szédma = 12.5/(20 - 12.5) = 1.6

A rendszerben 1évd Osszes munka varhatd szédma = 1.32 + 2.27 + 1.67 = 5.26
6c. W = L/A, ahol AN = 10 munka/éra. Ebb8l W = 5.26/10 = .526 odra.

7. Adott, hogy r; = 10termék/déra, pi» = 1, px3s = 1, p3x» = .20, p31 = .10.

Meg kell oldanunk a
A = 10 + .1A3
Ao = 0 + AN + 273
A3 = 0 + XNy
egyenletrendszert. A megoldds A = 80/7, X, = 100/7, A3 = 100/7

Az egyes fazisokban 1évd termékek szama A/ (u- A).

Az 1. fazisban L = 80/7/(20 - 80/7) = 1.33

A 2. féazisban L = 100/7/(30 - 100/7) = .91

A 3. fazisban L = 100/7/(60 - 100/7) = .31

Atlagosan tehdt 1.33 + .91 + .31 = 2.55 munka van a rendszerben.

20.11. alfejezet

1. Egy BCC problémank van, tehat a 16. adbrardél a A = 24,p = 3 és A/p = 8
értékek mentén olvasunk le. Azt latjuk, hogy ahhoz, hogy legfeljebb .01
legyen az esélye annak, hogy ne érkezzen a helyszinre tlzoltdautd,
legalabb 15 tlzoltdautdval kell rendelkezni.
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2. Ebben a BCC problémadban A = 480/8 = 60, 1/u = .10 é6ra. Igy A/p = 6.
Az A4abrardél leolvashatd, hogy legaldbb 13 operdtor szikséges. Fel kell
tételezniink, hogy a telefonhivadsok kozott eltelt 1d6 exponencialis
eloszlédsu (de a telefonbeszélgetések hossza nem feltétleniil az).

3. A =20, 1/u = 1/3 éra. Igy A/u = 6.67 és s = 10.
L + Ls = AN(1-.06) Wy = 20 (.94) 1/3) = 6.27.

4. Az Erlang érték = A(1/u) = A/u. Ezzel az Erlang értékkel az x
koordindta 2 értékét kell hasznalnunk a 16. abran. Azt kapjuk, hogy 7
vonalat kell létesiteni.

5. Egy olyan BCC problémadnk wvan, ahol a kikdlcsdnzdott konyv lesz
ekvivalens a foglalt kiszolgdldhellyel. A = 26 ember/év,u = 13 és A/u= 2.

Vegylik  észre, hogy a Véarhatod ko6lcsdnzési koltség/Ev = A(annak
valdészinlisége, hogy minden kiszolgaldhely foglalt) ($1 minden olyan
igyfélre nézve, aki nem taldlta a kdényvet).

A BCC &brarél s = 1,2,3,4 esetén a Varhatd kdlcsdnzési kdltség/Ev:

s = 1l-re 26(.67) = $17.40

s = 2-re 26(.40) = $10.40

s = 3-ra 26(.23) = $ 5.98

s = 4-re 26(.095) = $ 2.47

A kiszolgdldéhely fenntartdsa 11/2 = $5.50 kdéltséget jelent évente. Igy
tehdt s = 1,2,3,4 esetén a teljes éves varhatd koltség:

s =1 5.50 + 17.40 = $22.90

s = 2 2(5.50) + 26(.40) = $21.40

s = 3 3(5.50) + 26(.23) = $22.48

s = 4 4(5.50) + 26(.095) = $24.47

Ha még egy kiszolgdldhelyet 1létesitiink, akkor 1legfeljebb 26 (.095) =
$2.47 a jb6 hirnév kdltsége. Ezek szerint s = 2 kényv az optimélis.

6. Ha egy megrendelés megérkezik, akkor egy Dbeérkezés torténik, a

kiszolgédldsi idé pedig annak az idbének felel meg, ameddig a podtlés
beérkezik. A "kiszolgdldhely" tehdt akkor foglalt, ha a pdtlésra
varakozik. Ha minde a négy kiszolgadldhely foglalt, akkor a megrendelés
ellvész a rendszer szamdra. Ezért m, meghatdrozdsa a felafdat egy olyan
M/M/4/GD/4/wo rendszerben, ahol A = 10 megrendelés/hdénap és u = 1
megrendelés/hdénap. A 16. dbra alapjén my = .65, tehdt a megrendelések 65%-
a fog elveszni.

Attekinté feladatok

22



1. Egy tipikus idd&ébeosztéas

Egy intervallum Atlagos hossza tehat (20/340)20 + (80/340) (40) +
(240/340)120 = 1620/17 = 95.29

A buszra varakozds atlagos id&étartama = 1/2(1620/17) = 810/17 = 47.65

2a. A = 15 didk/éra. 2 lancolt M/M/1 rendszeriink van p; = 30 didk/éra,
bz = 30 diadk/6éra.

A beiratkozéssal eltdltott 1dd = 1/(30 - 15) = 1/15 oéra
Dijbefizetéssel eltoltott idé = 1/(30 - 15) = 1/15 6ra
Az irodédban toltott teljes i1id6 = 1/15 + 1/15 = 2/15 éra = 8 perc

2b. A kovetkezd o6t percben a beérkezések Aatlagos szama (5/60)15 = 1.25
diak.

Annak valdszinlsége, hogy a kovetkezd o6t percben 2 didk érkezik =
e T1?(1.25)%/2! = .224

2c. A kovetkezd hédrom percben a beérkezések atlagos szama (3/60)15 = .75.
Annak a valdszinlsége, hogy a kovetkezd harom percben nem lesz beérkezd
didk

e (.75)°%/00 = e = 472

2d. Most egy M/G/1 rendszerink van. A kiszolgdlédsi idé Erlang eloszléasu,
ahol R = 90 o6réanként és k = 2. Az 4tlagos kiszolgalédsi idé = 2(1/90) =
2/90 ora.

A kiszolgdléasi 1d& szdrisnégyzete = 2/(90)? = 2/8100 hour. o = 15(2/90)
.33, tehéat

225(2/8100) + (.33)°
Ly = ————=————————m— = .12 diak

Wy = Lg/AN = .12/15 = .008 b6ra = .48 perc
3a. Legaldbb 3 kiszolgdldhelyre van sziikség.

Késedelmi koltség
Rttt = (100 Ugyfél/déra) ($6/Ugyféldra), Wy = 600W,

Ora
s = 3 esetén a kiszolgdlési koltség = 3(20) = $60/6ra. p = 100/135 = .74
és az interpolécidé a P(j =2 3) = .56 értéket adja.
.56
Wy = —————=—=—————— = .016
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3(45) - 100
Késedelmi kdltség/6ra = 600(.016) = $9.60/6ra
Teljes kdltség/d6ra = $69.60

Négy vagy tobb pult esetében a kiszolgdldsi koltség $80, vagy tobb, tehat
3 pult az optimélis.

3b. Harom pult esetén

P(Wy > .083 ora) = .56e71300:200 (083~ 3 <5%, azaz csak 3 pultra wvan
szlkséqg.

4. Végtelen népesség mellett a rendszerben A = 500 igyvéd/év és W = 35
év. Feltéve, hogy elértiik a stacionarius &llapotot,dtlagosan L = 500(35)
= 17,500 tgyvéd lesz.

5. Az 4&llapotot Jjelzdé érték legyen azoknak a didkoknak a szédma, akik
szamara éppen csapoljadk a sort wvagy a csapolédsra varakoznak. Ekkor a
Szliletés = aki megissza a sérét, a Haldlozads = a csapold didk.

Ekkor Ao = 5(10/3), A1 = 4(10/3), A, = 3(10/3), A3z = (10/3)

Ag = 10/3, As = 0. po =0, pr = P2 = p3 = g = ps = 30

Egy gépjavitadsi problémank van, ahol K =5, R =1, A = 10 didk/déra és p =
30 diadk/éra. p = (10/3)/30 + 1/9.

(16) vagy (52) szerint

m = ((5)j(1/9)no = .556m,
1)

m, = 8 (1/9)%21my = .247m,

my = g; (1/9)°3!my = .082m,

m,; = g (1/9)%4'my = .0181y

ms = 8 (1/9)°5! = .002m,

Hasznadljuk fel, hogy mg + 1 + 1mp +113 +114 + 1ms = 1, és igy
IIp = .525, I1; = 292, I, = .130, II3 = 043, Iy = .009, IIs = .001

5a. Wy értékét keressiik.
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AN = 10/3{5mg + 4m; + 3mp + 2mn3 + 11y) = 14.26 didk/éra.
Lg = my + 2m3 + 3mg + 4ns = 247

Wy = Lg/N = .247/14.23 = .017 ora.
5b. my = .525
5c. A hordé az idé 1 - my = .475 tortrészében foglalt. Ekkor &tlagosan

30(.475) = 14.25 pohrat tdltenek meg é6ranként. Atlagban tehidt 500/14.25 =
35.09 ¢6rédig fog tartani, amig 500 poharat megtdltenek.

6. Egy masoldégép esetében egy M/M/1 rendszeriink wvan, ahol A = 4
ugyfél/ora és p = 6 ugyfél/odra. Ekkor W = 1/(6 - 4) = 1/2 6ra és
Varakozéasi koltség/Ora = (4 f{gyfél/odra) ($8/ugyféldra) (1/2 obra) = Slo.

Kiszolgdlédsi koltség/béra = $5 tehéat
Teljes kdltség/b6ra = 16 + 5 = $21.

Két mésoldgéppel M/M/2 rendszeriink van, ahol p = 4/12 = .33 és P(j] =2 2) =
.17. Ekkor
.17
Wy = ———————- = .02 6ra W = .021 + 1/6 = .188 ora
12 - 4
Varakozasi koltség/déra = (4 tugyfél/dra)) $8/igyféldra) (.188 dra) = $6.02.

Kiszolgdlasi kéltség/éra = $10 Ora.
Teljes koltség/éra = $10 + 6.02 = $16.02

3 mésoldgép esetén M/M/3 rendszerink van, ahol p = 4 /18 = .22 és P(j 2=
2) = .03. Ekkor
.03
Wy = ——————- = .002 6éra W =1/6 + .002 = .169 dra
18 - 4
Varakozéasi koltség/déra = (4 tgyfél/dra))s$s8/tugyféldra) (.169 dra) = $5.41

Kiszolgdlédsi koltség/béra = $15/6ra.
Teljes kdltség/béra = $15 + 5.41 = $20.41

Mivel négy fénymdsold koltsége legaldbb $20, ezért 2 fénymasold az
optiméalis.

7a. M/G/1 rendszeriink van, ahol A = 4 autd/béra, p= 6 o’ = 0. Ekkor

(2/3)°
Ly =  =—=—=——————m = 2/3 autd
2(1 - 2/3)
Tb. x = az autdémosadshoz sziikséges idé. Ekkor p = 4x és
(4x)°
Wq =  ————————— = 1/12
4(2) (1 -4x)

25



162z%(8 - 32x) = 1/12, 192x> = 8 - 32x or 24x°> + 4x - 1 = 0

-4 +\ / 112
X =
48

x = .137 éra = 8.2 perc
8. Eredetileg egy M/M/1/10 rendszeriink van, ahol p = 21/24 = .875.
Ekkor

1 - .875
Mg = =———————————————e = .162 mo = (.875)'%(.162) = .043

1 - (.875)"

A varhatd napi profitveszteség = $20.21 autd/nap mp = $18.06

Ha kibérlik a telket ¢ = 21. Ekkor

1- .875
Mg = ===——————————————e = .133 my = (.875) ?'(.133) = .008
1- (.875)%
A varhaté napi profitveszteség = $20.21 autd/nap (.008) = $3.36. A telek

bérlése tehat 1806 - 3.36 + $14.70 megtakaritédst hoz naponta és csak napi
10 dolléarba keril. EbbS1 kovetkezbden a telket ki kell bérelni és igy a
napi varhatd profitveszteség $3.36.

9. Olyan szluletési-haladlozéasi folyamatunk wvan, ahol az &llapotot Jjelzd

szadm az asztaltdrsasagok széma. (M/M/1/2 modelt is alkalmazhatunk.)

AN =1, Ay =1, A2 =0, o, =0, ;p =1, pp = 1. Ekkor

I; = Mg €s I, = Ig. Eszerint my = 1m; = mp, = 1/3. Tehat

Ly = (1)m = 1/3.

Osszesen (1 asztaltdrsaséag/éra) (1 - IIp) = 2/3 asztaltédrsaséag/éra
kiszolgdlésa torténik, igy Wyq = L4/ (2/3) = 1/2 ora.

10. Jelenleg egy M/M/2 Rendszeriink van, ahol A = 2/3 ugyfél/déra és p =1
tugyfél/éra. A (39)-(41) szerint

1 1 -p0
HO = e e e e e e = m—m———— e ——
1 + 20 + 20%/(1 - p) 1+ p
10a. Jelenleg p = 1/3. Ekkor 1mg = (2/3)/(4/3) = .50 és m =
(2/3) (2/3)/(4/3) = .33 A tulajdonosnak csak akkor kell felszolgédlnia, ha
két wvagy tobb asztal foglalt, azaz az idé 1 - mg - m = .17 részében
foglalt.
10b. Azt a p értéket keressiik, amelyre mg + m 1 = .90.
1 -op 2p(1 - p)
——————————— 4 mmmmm—————— = .90
o+ 1 o+ 1
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-20° + .1lp + .1 =0, tehdt p = —————————————————- =.25

o = .25 ha A = 1/2 dgyfél/déra

11. A 100 f&s legésnységgel M/M/1 rendszeriink van, ahol A = 2/3 hajdé/nap
és p = 1 hajé/nap. Ekkor W = 1/(1 - 2/3) = 3 nap.

Késedelmi koltség
————————————————— = (2/3 hajdé/nap) ($1000/hajdénap) (3 nap) = $2000 nap

———————————————————— = (100) (30) = $3000

Teljes k&ltség/Nap = 2000 + 3000 = $5000.

140 munkédssal egy M/M/2 rendszert mikoédtetiink, ahol A = 2/3 hajd/nap.
n = 2/3 hajé/nap, o = .5. Ekkor P(jJ =2 2) = .33 és

Wy = ——————————————= =1/2 nap, W= 1/2 + 3/2 = 2 nap

————————————————— = (2/3 hajdé/nap) (2 nap) ($1000/hajdénap) = $1333

30(140) = 54200

A teljes kdltség/nap = $4200 + $1333 + $5533.

A 100 fébd1l 4116 nem kettéosztott legénység tehdt a megfeleldbb.

12a. e7?°9(200)%%/180! = 1.6x107%".

12b. AN = 40 munka/nap, p = 42 munka/nap W = 1/(42-40) = .5 nap
12c. my =1 - p = 1/21 = .048.

12d. P(Wy< 2) =1 - P(Wy>2) =1 - P(j > 1)e 2422

=1 -(1 - .048)e™ = .98

13a. L = 1/(2-1) = 1 nap

13b. W

1 nap
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13c. P(W>2) =1 -PW<2) =1- .8656 = .135

14. Egy BCC rendszeriink wvan. Hatdrelemzéssel tudjuk meghatdrozni a
kiszolgdldhelyek optimalis szamat. Legyen 1y annak a valdszinlisége, hogy
elveszitiink egy hivédst, ha s operédtort {izemeltetiink. Ekkor az egy o&rara
esd teljes koltség ($30.00/hivéas) (200 hivas/oéra)ms + 9s.

Egy Ujabb operdtor hozzdadasaval 9 dollérral nd a kiszolgalasi koltség és
6000 (s - mg+1) kOltséget takaritunk meg. Tehat amikor

6000mms - T1mg41) = 9, akkor az (s + 1)-edik operédtorra is sziikség van. Ha
tehat

Is — Tgy1 = .0015, akkor kell az 0Gj operator.
o = 200/20 = 10.
Az 4bra alapjan mg = .007, moe = .004, 1y = .002 és

IIy; = I, = .000. Most 1mp9 — 1Ip; > .015, de 1y - 1 < 015. Tehéat
21 operéadtorra van szikség.

15. Az 1. szabdly szerint A = 3 + 3 + 6 ugyfél/béra és a rendszer M/G/1.
Meg kell keresniink a kiszolgdlasi idd szdrasnégyzetét. Vegylk észre, hogy

o0 o0
E(S?) = (3/6)] t? = 10e7°% dt + (3/6)] t%20e*°tdt
0 0

= (1/2)2(1/100) + (1/2)2) (1/400) = 1/80 bra’
E(S) = (1/2)6 + 1/2(3) = 4.5 perc = .075 odra

Ekkor var S = .0125 - (.075)% = .007 (6ra)? , p = 6(.075) = .45

Ly = ———————————————— = .41 Wy = .41/6 = .068 ora

2(1 - .45)
Az 1. tipusu iUgyfél .068 + .10 = .168 oérat tolt a rendszerben, mig a 2.
tipusu igyfél .068 + .05 = 118 o6rat, az Aatlagos ugyfél tehdt (1/2) (.168)
+ (1/2) (.118) = .143 6rat tdlt a rendszerben.
A 2. szabaly szerint a (60) képletet alkalmazva, ahol A1 = A, = 3
tugyfél/éra, p, = 10 Ugyfél/bébra és p, = 20 tugyfél/déra
E(S;") = 2/100 6ra® E(S,") = 2/400 6ra” ag = 0 a; = .3 a; = .45

3(2/100) 3(2/400)

_________ _|_ —_———— e ———
qu = 2 2

——————————————————————————— = .054 ora

28



qu = 2 2
———————————————————————————— = .097 ora
(1 - .3) (1 - .45)
W, = .054 + .10 = .154 6ra, W, = .097 + .05 = .147 obra,
a rendszerben toltott dtlagos idé tehat (3/6) (.154) + (3/6) (.147) = .15
ora.

A 3. szabdly szerint a 2. tipusu ugyfélre

3(2/100) 3(2/400)
_________ + —_——— e e ——
Wq2 - 2 2
——————————————————————————————— = .044 ora
(1 - 0) (1- .15)
Az 1. tipusu lUgyfélre
3(2/100) 3(2/400)
__________ + —_———— e ———
2 2
Wqp = ———=———————————————————————— = .080 ora
(1- .15) (1- .45)
W, = .080 + .10 = .18 o6ra, W, = .044 + .05 = .094 ora
Az 4tlagos rendszerben toltott idd = (3/6) (.18) + (3/6) (.094) = .137 odra.
Tehdt a 3. szabdly ( a 2. tipust 1Ugyfeleknek megszakitds nélkili

prioritédsuk wvan az 1. tipust 1igyfelekkel szemben) adja a legrdvidebb
dtlagos id&étartamot, a leghosszabb id&tartammal pedig a 2. szabaly bir.

16. Olyan sziletési-haldlozasi folyamatunk van, ahol Ay = 30, Ay = 30, X
=0, pr = 60. pp = 120. A staciondrius valdszinlségekhez
ing} .bBrg, T, 1mo/8, mo + M + mp = 1.

~

IIp = 8/13, 11 = 4/13, I, = 1/13

l16a. Anak a valdszinlisége, hogy mindkét vonal szabad 1y = 8/13. Anak a
valdszinlisége, hogy mindkét  vonal foglalt m, = 1/13. Annak a
valdészinlisége, hogy egy vonal szabad m; = 4/13.

l16b. Omg + 1 m; + 2, = 6/13 vonal.

16c. 30 mpy = 30/13 hivas/éra.

17. Legyen CNC = A fdéiskolai menté nem-fdiskolai hivasra megy ki
CC = A féiskolai mentéd féiskolai hivasra megy ki
CI A féiskolai mentd szabad
DNC A belvéirosi mentd nem-féiskolai hivasra megy ki
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DC = A belvarosi menté féiskolai hivasra megy ki
DI A belvirosi mentd szabad

A lehetséges allapotok (1-té61l 9-ig szamozva) :

1. allapot: (CNC, DNC) 2. &llapot: (NC, DC) 3. &llapot: (CNC, DI)
4. allapot: (CC, DNC) 5. 4llapot: (CC, DC) 6. &llapot: (CC, DI)

7. allapot: (CI, DNC) 8. &llapot: (CI, DC 9. &llapot: (CI,DI)

Felhasznadlva a bemend gyakorisdg = kimendé gyakorisdg elvét a m, ... I
valdszinliségekre a kovetkezd egyenletrendszert irhatjuk fel:

(8.57 + 15)m; = 4mos + 4m; (1. allapot)
(8.57 + 12)m, = 3m3 + 4mg (2. allapot)
(8.57 + 7)ms = 15m; + 12m, (3. allapot)
(15 + 15)1my = 4mg + 3m; (4. allapot)
(15 + 12)1s = 3me + 3mg (5. allapot)
(15 + 7)1, = 15my + 12ms + 3mg (6. &llapot)
(7 + 15)m, = 8.57m; + 15my + 4ms (7. &llapot)
(7 + 12)1g = 8.57m, + 15ms (8. &llapot)
(3 + 4)1mg = 8.57m3 + 15mg + 15m; + 12mg (9. &llapot)
H1+H2+H3+H4+H5+H6+H7+H8+H9=1
Az egyenletrendszert megoldva: m; = .03, m, =.008,
II3 = .035, IIg = 029, IIs = .014, IIg = 111, 17 = .143, IIg = 015,
IIg = .614.
17a. P(a belvidrosi mentd szabad) = m3 + 11 + g = .76
P(a belvdrosi menté foglalt) =1 - .76 = .24
17b. P(a fdéiskolai mentd szabad) = 7 + 11g + Mg = .772
P(a féiskolai menté foglalt) =1 - .772 = .228
17c. P(a hivaskor mindekét mentd foglalt) = m; + m, + g +ms = .081.

Tehdt a hivéasok 8.1%-a vész el a rendszer szamara.

17d. Allapot Egy f&iskolai hivéd varakozési ideje

3 5/2 perc
6 5/2 perc
7 4/2 perc
8 4/2 perc
9 4/2 perc

Azzal a feltételezéssel éliink, hogy a "kiszolgélasi 1dé" felére wvan
szlkség ahhoz, hogy a menté az &llomashelyérd6l a hivdéhoz érkezzen.
Minddsszesen (1 - .081)3 = 2.76 fdéiskolai hivast fogadnak oéranként.

3(m3 + 1) hivd Atlagosan 5/2 percet varakozik és 3(m; + 1mg +mg) hivd
dtlagosan 4/2 percet varakozik. Igy egy féiskolai hivé dtlagosan

————————————————————————————————— = 2.08 percet

2.76
varakozik.
Allapot A nem-féiskolai hivd varakozasi ideje
3 4/2 perc
6 4/2 perc
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7 7/2 perc
8 7/2 perc
9 4/2 perc
Osszesen 4(1 - .081) = 3.68 nem-fdiskolai hivast fogadnak 6&ranként. A

hivdsonkénti &tlagos varakozasi idé

————————————————————————————————— = 2.25 perc

Egy nem-f&iskolai hivd tehdt tobbetz var, mint egy fdéiskolai hivo.

18. Legyen 1 = az uszdk szédma az uszodadban. Tegylk fel, hogy az
uszodaban az Uszdék 4&ltal eltoltott 1d6 exponencidlis eloszléast kovet.
ekkor egy olyan sziiletési-haldlozasi folyamtunk wvan, ahol
)\=2\0=}\1=)\2=}\3=)\4=}\.5=)\.6=loéS

wo =0, pr =2 =4, p3 = 6, pg = 8, ps = 10, ps = 12. A (16) alapjan

I1; = 5Ho' I, = 12.51'10' II3 = 20.83H0' IIg = 26.04H0' IIs = 26.04H0'

mg = 21.70my. Felhaszndlva azt a téynt, hogy a stacionéarius
valdszinliségek Osszege egy, azt kapjuk, hogy my = .0088411, m = .044, 1
= .111,1'[3 = 184, Iy = .230, IIs = 230, IIg = .192.

18a. 13 = .184

18b. Ls = A(l - meg)Ws = 10(.808) (1/2) = 4.04 1szd

18c. A 16. &bra felhasznédlédsédval p = 10(1/2) = 5 esetében s <.05

értékekre s = 9. Ehhez 5 savra van szlkség. Az Uszédsi idétartamok
exponencialitédsédnak feltételezésével kaptuk ezt az eredményt.
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